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 שלשובמ יםמיוחד קווים . 3

 זווית החוצ  3.1

 : זווית במשולש הוא קטע בעל שתי תכונות חוצה הגדרה

 שחוצה זווית במשולש;א. הוא נמצא על הישר 

 קצותיו הם קדקוד הזווית ונקודה על הצלע הנגדית. .ב

 עוברים בתוך שלכל משולש יש שלושה חוצי זוויות, 

 המשולש.

  3.1.1משימת חקר 

. העתיקו Aמסומן חוצה זווית  ABCמשולש ב

את השרטוט למחברתכם והוסיפו בו חוצי זוויות 

B ו- C . 

 דינמית  והעבירו היעזרו  בתוכנה  לגיאומטריה 

 . זווית וישר זווית קהה, זווית חדחוצי זוויות במשולש 

 הזוויות נפגשים בנקודה אחת?  אם שלושת חוציה

 אם כן, היכן נמצאת נקודת המפגש הזו?

 אם כן, היכן נמצאת נקודת המפגש הזו?

 

 .נפגשים בנקודה אחת שלושת חוצי הזוויות במשולש   משפט

  נוכיח משפט עזר שעל חוצה זווית.תחילה   הוכחה

  .שווה משוקי הזווית מידהכל נקודה על חוצה זווית מרוחקת ב  1 משפט

 נקודה מהישר הוא אורך האנך מהנקודה ועד לישר זה.מרחק  הגדרה

 

וממנה   BACעל חוצה הזווית  Mנבחר נקודה   הוכחה

 על שוקי הזווית.  ML -ו  MKנוריד את האנכים 

 , AML -ו  AMKנתבונן במשולשים

אנכים( ובעלי    ML-ו  KM-)כיוון שהם ישרי זווית 

(, חוצה זווית AM -כיוון ש 1 = 2זוויות חדות שוות )

 משותף.   AMויתר 





1 2 3 4 5-1-2-3-4-5-6

1

2

3

4

-1

-2

-3

-4

A

B

C












1 2 3 4 5-1-2-3-4-5-6

1

2

3

4

-1

-2

-3

-4

A

B

C





1 2 3 4 5-1-2-3-4-5-6

1

2

3

4

-1

-2

-3

-4

A

B

C





1 2 3 4 5-1-2-3-4-5-6

1

2

3

4

-1

-2

-3

-4

A

B

C

http://127.0.0.1:26491/GraphEdit;531
http://127.0.0.1:26491/GraphEdit;532
http://127.0.0.1:26491/GraphEdit;533


 

  413 

 במשולש יםמיוחד קווים

 , AKM  AMLלכן משולשים אלה חופפים על פי משפט חפיפה ז.צ.ז.: 

    מ.ש.ל.  .       KM = MLמכאן נובע כי 

 תוזווית המרוחקהבתוך  ותנקודשל כל ה מקום גיאומטרי  )הפוך( 2 משפט

 .חוצה זווית הוא שווה משוקי הזווית מידהב

המרוחקת  BACבתוך הזווית   Mנבחר נקודה הוכחה

 .AC -ו  ABבמידה שווה מהשוקיים 

 . AC -ו  ABלשוקי הזווית ML -ו  MKאנכים שרטטנ

 ,MK = ML ,AKM = ALM = 90°על פי הנתון: 

 AM.)צלע משותפת )יתר 

 ,MK = ML ,AKM = ALM = 90°: הנתון על פי

AM .צלע משותפת לשני המשולשים 

  .הרביעיחפיפה המשפט  על פיחופפים  AML -ו  AMKהמשולשיםלכן 

 מתאימות במשולשים חופפים ולכן שוות. הן זוויות  2 -ו 1 הזוויות 

 מ.ש.ל.     .BACחוצה זווית היא   AMהקרןכלומר, 

במשולש  פנימיות  זוויות   חוצי שלושת   3משפט 

 בנקודה אחת.נפגשים 

של שני חוצי  את נקודת המפגש  O-ב נסמן הוכחה

מנקודה  נשרטט, וABCבמשולש  1BB -ו 1AAזוויות 

 AB ,BCלישרים  OM -ו  OK ,OLאת האנכים  זו

  בהתאמה. CA -ו

 . OK = OL  -ו OK  =OM ,1 משפט על פי

אפשר להסיק שנקודה  2, ולפי משפט OK = OLלכן 

O  1שייכת גם לחוצה הזווית השלישיCC . 

  ABCכל שלושת חוצי זוויות של המשולשלכך, אי 

  .Oנפגשים בנקודה 
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 , נקודה זו היא מרכז מעגל חסום במשולש הנתון.4.1נו בסעיף חכפי שהוכ  הערה

 אנכים אמצעיים  מפגש  3.2

אמצעי של קטע הוא הישר העובר דרך אנך   הגדרה

 ומאונך לו. נקודת האמצע של הקטע

כל נקודה הנמצאת על אנך אמצעי מרוחקת    4משפט 

 .  במידה שווה מקצות הקטע

אמצע    O -, וABאנך אמצעי לקטע  – mישר  נתון: 

 . mעל הישר  Mנקודה נבחר  הקטע. 

  .AM = MB : צ.ל.

 הוכחה

 .ABהוא אמצע הקטע   O -אזי המשפט הוכח, כיוון ש  Oמתלכדת עם  Mאם נקודה

 שאינן מתלכדות.   M-ו  Oנבחר את הנקודות

 הם ישרי זווית )על פי הגדרת אנך מרכזי(, כלומר: OBM -ו OAMהמשולשים 

AOM = BOM. 

( ושני הניצבים האחרים שווים על פי OMבנוסף, במשולשים אלה ניצב אחד משותף )

  AO                    =OBההגדרה של אנך מרכזי: 

 מ.ש.ל.  . AM = BM   חופפים, לכןמשולשים ראשון )צ.ז.צ(, העל פי משפט חפיפה 

 .גובה מתלכד עם תיכון שווה שוקייםבמשולש מסקנה: 

 ותנקודהכל מקום גיאומטרי של  )הפוך( 5משפט 

אנך אמצעי הוא ת במידה שווה מקצות הקטע והמרוחק

 לקטע.

המרוחקת במידה שווה   Nנבחר את הנקודה  הוכחה

 .mשייכת לישר   N -. נוכיח שABמקצות הקטע 

היא מתלכדת עם , אזי  ABהקטענמצאת על   Nאם

 .mולכן שייכת לישר של הקטע,  O האמצעית הנקודה
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. AN =BN -כיוון  ש שווה שוקיים  ANB, אזי המשולשABאם היא אינה על הקטע 

 של משולש שווה שוקיים.  ABהוא תיכון לבסיס  ONהקטע

 יס של משולש שווה שוקיים, הוא גם גובה, כלומר:על פי המשפט של תיכון לבס

NO  ABלכן הישרים .ON  ו- m ונקודה מתלכדים ,N שייכת ל- m  .          .מ.ש.ל    

 .ים במשולש נפגשים בנקודה אחתיאמצעהאנכים השלושת   6 משפט

במשולש  n -ו mנשרטט אנכים אמצעיים   הוכחה

ABC ואת נקודת המפגש שלהם נסמן ב- O. 

 .OB = OC -ו OB = OA, 4על פי משפט 

מרוחקת במידה   O, כלומר נקודהOA = OC לכן

,  5ובהתאם למשפט , ACשווה מקצות הקטע 

 לקטע זה. pהיא נמצאת על אנך אמצעי 

נפגשים   ABCשל המשולש p -ו m, nאמצעיים האנכים הששלושת מכאן מסיקים 

   .בנקודה אחת

 נקודה זו היא מרכז מעגל חוסם את המשולש הנתון. ,4.2נו בסעיף חכפי שהוכ  הערה

 

 )אנך אמצעי וחוצה זווית(תרגילים 

. ABנמצאת על אנך אמצעי לקטע  Mנקודה  .320 19.1.1

ס"מ. מצאו את  42 הוא AMBהיקף המשולש 

       ארוך  AM, אם ידוע כי ABאורך הקטע 

 .3 פי AB -מ

זווית נתון, המרוחקת במידה שווה מהיתר  ו נקודה על הניצב של משולש ישרמצא .213 1.2.19

 .ומהניצב השני

ס"מ  3 -גדול ב PM. נתון כי אורך הקטע MKנמצאת על אנך אמצעי לקטע   Pנקודה  .322 19.2.1

 ס"מ.  96הוא  PMK, והיקף המשולש MKמאורך הקטע 

 PM.מצאו את אורך הקטע 
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מצאו על שוק של משולש שווה שוקיים נקודה, המרוחקת באופן שווה מהבסיס  .323 19.2.2

 ומהשוק השנייה.

נתון,  BCשבסיסו  ABCבמשולש שווה שוקיים  . 324 19.3.1

 BCחותך את הצלע  ACכי אנך אמצעי לצלע 

, אם ידוע כי CAM. מצאו את הזווית Mבנקודה 

ABC = 43. 

 . BC < AC  :( נתוןC = 90) ABCזווית במשולש ישר  . 253 19.3.2

 מקדקוד מרוחקת ו AC -ו ABמהצלעות  באופן שווהו נקודה המרוחקת מצא 

Cשווה לאורך הניצב במרחק הBC. 

נתון, כי  ACשבסיסו  ABCבמשולש שווה שוקיים  .326 19.4.1

בנקודה  ACחותך את הבסיס  ABאנך אמצעי לצלע 

P מצאו את הזווית .C אם ידוע כי ,ABP = 52. 

 ABC (AB = BC.) שווה שוקייםו חד זווית נתון משולש .732 19.4.2

מרוחקת ו AC -ו ABמהצלעות  השוו באופןו נקודה המרוחקת מצא

 .ACהשווה למחצית אורך הבסיס במרחק  Cמקדקוד 

חותך את  AСנתון, כי אנך אמצעי לצלע  ABשבסיסו  ABCבמשולש שווה שוקיים  .328 19.5.1

 .ACB = 40, אם ידוע כי MAB. מצאו את הזווית Mבנקודה  BCהצלע 

מהצלעות שווה  מרחקהנמצאת בו נקודה מצאABC (C = 90 )זווית במשולש ישר  .932 25.19.

AB ו- AC  מקדקודים במרחק שווה וגםA ו- B. 

חותך את  ABנתון, כי אנך אמצעי לצלע  AСשבסיסו  ABC שווה שוקייםבמשולש  .330 19.6.1

 .BCA = 65אם ידוע כי , PAС. מצאו את הזווית Pבנקודה  BCהצלע 
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 נמצאת במרחק שווה ו נקודה המצאCDE (CD = DE ,) שווה שוקייםבמשולש  .331 19.6.2

 .E -ו Dוגם מהקדקודים  DE -ו CE -מ

( זווית AB = BC) ABC שווה שוקייםבמשולש  .332 19.7.1

 -הוא חוצה זווית ו 75 ,AM -הבסיס שווה ל

BM  =10  ס"מ. מצא את המרחק מנקודהM 

 . ACלבסיס המשולש 

 שווי שוקייםמצאו מקום גיאומטרי של קדקודי משולשים  .333 19.7.2

 . שווה לקטע נתון ABשבסיסם 

שווה  B( זווית AB = BC) ABC שווה שוקייםבמשולש  .334  19.8.1

את  וס"מ. מצא AM  =14חוצה זווית,  הוא 120 ,CM -ל

  .BCלישר  Mהמרחק מנקודה 

שאין לא נקודות משותפות עם  BCוקטע  aנתונים: ישר  .335    19.8.2

 ישר זה. 

יהיה  ABCכזאת שמשולש  Aנקודה  aישר מצאו על ה 

 בסיס המשולש(. – BC) שווה שוקיים

 יםגבה מפגש   3.3

 .גבהים במשולש נפגשים בנקודה אחתה שלוש   7משפט 

 1BB -ו 1AA, שני הגבהים ABCבמשולש :  נתון

 .Oנפגשים בנקודה 

 עובר דרך אותה הנקודה.  1CC: הגובה השלישי צ.ל.

  הוכחה

 ישרים המקבילים לצלע ממול. ABCנשרטט מכל קדקוד של המשולש הנתון 
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  A,Bשבו הנקודות  ,2C2B2Aנקבל משולש 

, 2C2Bהן נקודות אמצע של הצלעות  C -ו

2A2C         2 -וB2A  .בהתאמה 

הם  2ABCB -ו C2ABA: המרובעים נימוק

 ABCמקביליות )כיוון שצלעות המשולש 

 (.  2C2B2Aמקבילות בהתאמה לצלעות המושלש 

 )כצלעות נגדיות במקבילית(.   2AB = CB  -ו  2AB = CAלכן 

 .2B2Aאנך אמצעי לצלע  1ССהיא נקודה אמצע, והקטע  C, כלומר, CB 2CA =2מכאן: 

 . 2C2B2Aגם הם אנכים אמצעיים במשולש  1BB -ו 1AAבדומה לכך, 

 על מפגש אנכים מרכזיים מסיקים, אם כן,  6על פי המשפט 

 מ.ש.ל.  .   נפגשים בנקודה אחת ABCששלושת הגבהים במשולש 

 מסקנה 

 מסיקים,  2C2B2Aמשולש בהם אנכים אמצעיים  ABCמשולש בשגבהים כיוון 

 .  2C2B2Aכי נקודת המפגש שלהם היא מרכז המעגל החוסם את המשולש 

  יםאמצעים ותיכונ קטע  3.4

)סעיף  את המשפטים הבאים הוכחנו בפרק הקודם

 כאן נחזור על ההגדרות ועל ניסוח המשפטים: ;(10.9

במשולש הוא הקטע המחבר  םקטע אמצעי הגדרה

 נקודות האמצע של שתי צלעותיו. את

מקביל לצלע במשולש קטע אמצעים  8 משפט

 .זוהצלע ה השלישית ושווה למחצית

תיכון הוא קטע שקצותיו הם קדקוד ואמצע  הגדרה

 הצלע ממול. לכל משולש יש שלושה תיכונים.

תיכונים   במשולש   נפגשים    שלושה   9משפט 

החל  2:1שמחלקת כל תיכון ביחס  בנקודה אחת

 .מקדקוד המשולש
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 תכונות נוספות של תיכונים במשולש

תיכון מחלק את המשולש לשני  10משפט 

  שטח.  משולשים שווי

 הוכחה

 

       AD = DC      SABD = SBDC 

שטח שווה,   DBC -ו ABD )למשולשים  

 משותף(. BHוהגובה  AD = DC -כיוון ש

נמצאת על  Mאם נקודה במקרה כללי:    11משפט 

 ABMאזי שטחי המשולשים  ABCתיכון המשולש 

 שווים. BCM -ו

 DBC -ו ABDלמשולשים  שלבי ההוכחה:

 משותף. BHוגובה  AD = DC -כיוון ששטח שווה,  

 .DMC -ו AMDמשולשים שווים שטחי ה נימוקהלפי אותו  .א

 מ.ש.ל.      CMDS - BCD= S CMB,  SDAMS - DAB= S ABMS      .ב

 : המשפט ההפוךנכון גם 

 Mהנקודה  ישווים, אז CBМ -ו ABMשטחי המשולשים אם    )הפוך(  21משפט  

   .ABCהמשולש  נמצאת על תיכון

 הוכחה

 שטח שווה; בעלי  BCM -ו ABMמשולשים נתבונן ב

 .AD = DC :"לצ

   SABM = BMAE,   SBMC = BMCH, 

            SABM = SBMC     AE = CH 

 משפט  על פי חופפים   DCH -ו  AED  משולשים

כזוויות קודקודיות,  ADE = HDC, ישרי זוויתמשולשים ה)ז( .צ.חפיפה שני )ז

AE = HC.)  לכןAD  =DС ,כלומר ,D  היא אמצע הצלעAC ו- BD  .מ.ש.ל. הוא תיכון   

1 2 3 4 5-1-2-3-4-5-6

1

2

3

4

-1

-2

-3

-4

c
d

m

n

3 6

R

S

T

M

N

A

B

CDH



 

  420 
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שני זוגות המשולשים  שטחים שלהשווים  ישני תיכונים, אז לע נמצאת Mאם נקודה 

 (CBM= S ABMS , CAM= S ABMS )למשל,  בהתאם

של התיכונים נמצאת ב"מרכז הכובד" של המשולש:  Mלכן מסיקים, שנקודת המפגש  

)לכן גם שווים שטחים  ACM -ו ABM ,BCMלשלושת המשולשים הנוצרים  

 . ת(ה"מסות" שוו

 

 

 

 

 

אם לתלות את המשולש בחוד המחט התקועה במשולש 

 . המשולש יישאר בשיווי המשקל יאז ,Mבנקודה 

מרכז "נקודת המפגש של התיכונים ל קוראיםמסיבה זו 

 משולש.של  "הכובד
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 1 משימת חקר

טענה ה נכונההאם  ,בסיוע תוכנה מתאימה( קו, באמצעות שרטוט מדויק )ידני אובד

 :(משפט אוילר) הבאה

לבין נקודת  Oסם וחהמעגל המרכז נמצא על קטע בין של משולש  Mכובד המרכז 

  .OM:MH = 1:2מחלק אותו ביחס של  הוא ו, גבהיםהשל  Hהמפגש 

 ישר אוילר. נקרא H -ו O ,M ישר העובר דרך שלש הנקודות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  422 
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 2משימת חקר 

טענה ה נכונהבסיוע תוכנה מתאימה( האם  באמצעות שרטוט מדויק )ידני או קובד

 (:תשע הנקודותמשפט הבאה )

, 2בסיסי הגבהים )נקודות (, 7 -ו 5, 1אמצע של צלעות המשולש )נקודות הנקודות 

( ונקודות האמצע של הקטעים שבין קדקודי המשולש לבין נקודת מפגש 8 -ו 4

 ( נמצאות על מעגל אחד.9 -ו 6, 3)נקודות  Hהגבהים 

חוצה את  Fרדיוס של מעגל זה שווה למחצית הרדיוס של מעגל חוסם, ומרכזו 

 .OHהקטע 

 מעגל תשע הנקודות או מעגל אוילר.  נקרא Fמעגל 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 3משימת חקר 

מורה בגרמניה  XIXבמאה , אותה גילה למעגל תשע הנקודות עוד תכונה מפליאה

  למתמטיקה קרל פיירבאך:

 משיק לארבעה מעגלים הקשורים במשולש הנתון:מעגל תשע הנקודות 
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מעגל חסום בתוך המשולש ושלושת המעגלים המשיקים להמשכי צלעות המשולש 

, באמצעות שרטוט מדויק )ידני אן בסיוע תוכנה נסו )מעגלים חסומים חיצונית(.

 זו.טענה  נכונההאם לבדוק מתאימה( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 4משימת חקר 

 XIXמאה סוף הוכיח במשפט יפהפה זה 

 :רליאמריקאי מוֹ

ישרים אשר  נשרטטבמשולש כלשהו, 

זוויות המשולש לשלוש זוויות  מחלקים כל 

ל זוגי הישרים שוות. נקודות המפגש של כ

 צלעות.יוצרות משולש שווה 

נסו לאמת משפט זה באמצעות שרטוטים 

  מדויקים.
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 תרגילים

. נתון: ABCבמשולש  BF -ו AEמתוארים תיכונים  ובשרטוט  .181 

AK = 10.7 cm. 

   .KBמצאו את אורך הקטע  

 

 

  שרטוט ו  . ABCהם גבהים במשולש  CF -ו BEנתון:  טבשרטוט  .184    

 במשולש זה. AXבנו באמצעות סרגל בלבד את הגובה  

 .AC = 17 cm -ו AX = BE ,CX = CEכי ידוע  , אם BCמצאו את אורך הקטע  

 . KMLהם גבהים במשולש  KP -ו MFנתון:  יבשרטוט  .185    

 במשולש זה. LXבנו באמצעות סרגל בלבד את הגובה  

 .KML = 127 -ו KP = LX ,MP = MXאם ידוע כי  XLMמצאו את גודל הזווית  

 

 

 

 

 

 

 

 ט          י   

 1BB -ו 1AAהגבהים   ABCחד זוויתא(  במשולש  .633  47.1

 .Oנפגשים בנקודה 

 . BAC = 58° -אם נתון ש  OCAאת הזוויתמצאו   
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נפגשים  1BB -ו 1AAת וזווי חוצי  ABCבמשולש (ב

 .   ABמצלע ס"מ 4המרוחקת   Oבנקודה 

 אם נתון: ,BOCמצאו את שטח המשולש

 .BC = 10ס"מ 

 

 

 

האנכים האמצעיים   ABCחד זוויתבמשולש א(  .337  47.2

 . Oנפגשים בנקודה  BC -ו ABלצלעות 

אם נתון:  AC,לצלע   Oנקודהמצאו את המרחק מ 

  .OB = 10  ,OAC = 30°ס"מ

  

 

 

 

נפגשים  1BB -ו 1AAהתיכונים   ABCבמשולשב(   

  והם מאונכים. Oבנקודה 

 אם נתון: AOB, מצאו את שטח המשולש 

 .1BB 24 =, ס"מ 1AA  18 =ס"מ

 

 

 1CC -ו 1AAהגבהים   ABCחד זוויתא(  במשולש  .833  47.3

 .Oנפגשים בנקודה 

 .OCA = 38°  כיאם ידוע   ,OBAמצאו את הזווית  
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 . O נפגשים בנקודה 1CC -ו 1BBהזווית  חוצי  ABCבמשולשב(   

 אם נתון:  AOC -ו  BOAמצאו את יחס שטחי המשולשים 

 .AB = 10ס"מ  AC = 15 , ס"מ  

האנכים האמצעיים   ABCא( במשולש חד זווית .339  47.4

  .Oנפגשים בנקודה  AC -ו ABלצלעות 

 .OA = 8 ,  OBC = 60°נתון: ס"מ 

  .OBCמצאו את שטח המשולש  

 והם מאונכים. Oנפגשים בנקודה  1CC -ו 1AAהתיכונים   ABCב(  במשולש 

 .1AA 9 =ס"מ   CC ,1 12 =מצאו את צלעות המשולש, אם נתון:   ס"מ  

 .Oנפגשים בנקודה  1CC -ו 1BBגבהים   ABCבמשולש חד זוויתא(   .403  47.5

 .1BC = 2BC כיאם ידוע   OABמצאו את הזווית 

 והם מאונכים. Oנפגשים בנקודה  1CC -ו 1BBהתיכונים   ABCבמשולש (ב

 CC.1 15 =ס"מ   BB ,1 36 =אם נתון:  ס"מ   OAמצאו את 

 AC -ו BCהאנכים האמצעיים לצלעות   ABCא( במשולש חד זווית .341  47.6

 .AB = 10,  BOA = 120°. נתון: ס"מ Oנפגשים בנקודה 

 .OCמצאו את הקטע 

המרוחקת   Oנבחרה נקודה ABCב( במשולש  

 מרחק שווה מצלעותיו של המשולש.

 .ABO = 39°אם נתון:    ,AOCמצאו את הזווית 

 

 העובר דרך מרכז המעגל aישר  ,מעגל נים:נתו .342  47.7

 . aישר ה לעת נמצא אינהשמחוץ למעגל   Mונקודה

 לישר באמצעות סרגל בלבד.  Mמנקודהבנו אנך  
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בתוך   Mהעובר דרך מרכז המעגל ונקודה aנתונים: מעגל, ישר  .343  47.8

 . aישר על ה נמצאתשאינה , מעגלה

 לישר באמצעות סרגל בלבד.  Mמנקודהבנו אנך  

הורידו   Oעל חוצה זווית לא שטוחההנמצאת   Mמנקודה .443  .674

 .OMAB כיהוכיחו   לשוקי הזווית.  MB-ו  MAאנכים

 .Aמשיקים לכל אחד משני מעגלים בעלי משיק משותף בנקודה   Oשוקי הזווית .345  .675

 .OAישר ההוכיחו שמרכזי המעגלים נמצאים על  

 .  rורדיוס   Oמשיקים למעגל שמרכזו בנקודה A שוקי הזווית .346  .676

 מִצאו את:

 .  r = 5, ס"מ A = 60°  :אם נתון ,OA (א

 .  OA = 140, ס"מ A = 90°  , אם נתון:r (ב

 .Oנחתכים בנקודה   ABCבמשולש  C-ו  Bקדקודיםהחוצי זוויות חיצוניות ליד  .347  .677

 .AC -ו  AB,BCהיא מרכז המעגל המשיק לישרים   Oהוכיחו שנקודה 

 . Mנחתכים בנקודה  ABCבמשולש  1BB -ו 1AAחוצי זווית  .834  .678

 אם נתון: , BCM-ו ACM מִצאו את הזוויות 

  = AMBב(   AMB = 136° (א

  .Dבנקודה   ACצלעאת חותך  ABCבמשולש   BCאנך אמצעי לצלע .349  .679

 מִצאו את:

 ;BD = 5ס"מ  AC = 8.5 , אם נתון:  ס"מ  CD  -ו AD א(  

 AD = 3.2.ס"מ  BD = 11.4 , אם נתון:  ס"מ  AC ב(    
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  AC-ו AB האנכים האמצעיים לצלעות .350 .680

. BCעל הצלע   Dנחתכים בנקודה  ABCבמשולש

   הוכיחו כי:

 ;      BCהיא אמצע הצלע   Dא(  נקודה

 . A = B +Cב(  

 שווה שוקיים במשולש AB אנך אמצעי לצלע .351 .681

 ABC    צלעאת חותךBC    בנקודהE.  

אם ידוע שהיקף   ACהבסיס מִצאו את 

 ס"מ. 18הוא   AB-ס"מ ו 27הוא   AECהמשולש

בסיס  ABD -ו  ABCשוקייםהלמשולשים שווי  .352 .682

 . ABמשותף 

  .ABעובר דרך אמצע הקטע   CDהוכיחו שהקטע 

 

  AC-ו  ABהצלעות  ABCהוכיחו שאם במשולש .353 .683

 גובה המשולש. אינו  AMהתיכון ,אינן שוות

 . Mנחתכים בנקודה   ABCשוקייםשל משולש שווה   ABחוצי זוויות ליד הבסיס .543 .684

 .ABמאונך לישר   CMהוכיחו שהישר

 1AAגבהים , ה ABCבמשולש שווה שוקיים  .553 .685

 .Mלשוקי המשולש נחתכים בנקודה  1BB -ו

   C -ו Mהוכיחו שהישר העובר דרך הנקודות  

 . ABהוא אנך אמצעי לקטע 
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 .בנו אנך אמצעי לקטע נתון  .356 .686

 פתרון 

     Aרכזם בנקודותשמ  AB-רדיוס השווה לבעלי . נשרטט שני מעגלים ABקטע  נתון

 .2M -ו 1Mאלה נחתכים בשתי נקודות המעגלים ה. בהתאם  B-ו

שווים  2BM -ו 1AM ,2AM ,1BMהקטעים  

 בהיותם רדיוסי המעגלים.

אמצעי האנך ה . הוא2M1Mישר  שרטטנ 

 1M שנקודות  כיוון  , ABהמבוקש לקטע 

נמצאות באותו מרחק מקצות הקטע  2M -ו  

AB, לכן שייכות לאנך אמצעי לקטע זה. ו 

 . ABהאנך האמצעי לקטע איפו הוא   2M1Mהישר 

 הנמצאות בצד אחד מהישר.   B-ו A ושתי נקודות aנתונים ישר  .357 .687

 .B -ו  Aהמרוחקת אותו מרחק מהנקודות aעל הישר   Mבנו נקודה

  נתונים זווית וקטע. .358 .688

 ומקצות הקטע.שווה משוקי הזווית באופן מצאו נקודה בתוך הזווית המרוחקת  

A

B

M M
1 2
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 קטעים פרופורציוניים  .4

 תכונות הפרופורציה    4.1

 פרופורציה היא שוויון בין שני יחסים.  הגדרה

  :דוגמאות

 הפרופורציה:תכונות 

 מעבר מיחס למכפלה: (א

  החלפת המכנה של יחס ראשון במונה של השני: (ב

 

 לעיקריות ש כונותת שתיפרופורציות אלה מבטאות 

 משולשים דומים:

 .שווים יחסי הצלעות המתאימות  .א

של אחד מהם שווים ליחסי  חסי הצלעותי .ב

 .המתאימות בשניהצלעות 

 ת אלגבריות:תכונו ג( 

 : k -נסמן את היחסים ב :הוכחה

 .  נציב ביחס של סכומים: 2b= k 2, a1b= k 1a  אז:

 

 

 .וכיח את השוויון האחרון )יחס ההפרשים(נ זהובדומה ל

 כמו:  פרופורציה ארוכהבד(  

  מתקיים:     

 

       3b= k 3a, 2b= k 2, a1b= k 1a    :                         הוכחה

 i = 1, 2, 3,  כאשר                                                                                            
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אזי סכומם שווה משולשים דומים, במתאימות המסמנים את הצלעות  ib -ו ia כאשר

 .a= P 3+ a 2+ a 1a , b= P 3+ b 2+ b 1b   :יםהמשולש פילהיק

 שהיקפים של משולשים דומים מתייחסים זה לזה משמעו של שוויון זה הוא 

 .                            :שלהם מתאימותפי שמתייחסות צלעות כ

 קטעים פרופורציוניים על שוקי זווית   4.2

 ,כאשר ישרים מקבילים חותכים את שוקי הזווית

 על כל שוק. קטעים הם מקצים 

שמקצים ישרים  ,קטעים (מורחב) אלסת משפט

פרופורציוניים  ,מקבילים על שוק אחת של זווית

מוקצים על השוק לקטעים המתאימים ה

 :השנייה

        (1) 

, 1OAAהמשולשים . 1OA..., המקבילים לשוק 2AB ,2BCנעביר קטעים  הוכחה

2ABB ,2BCC 1ליד ישרים מקבילים זוויות מתאימות ) שתי זוויות לפי, ... דומיםOA ,

2AB ,2BC , 1וזוויות מתאימות ליד ישרים מקביליםAA ,1BB ,1CC... ,) 

 :מדמיון המשולשים נובע

 

  מ.ש.ל.  . (1) -השוויונות האחרונים זהים ל ,1C1=B2, BC1B1=A2AB… ,-כיוון ש

 .1C1= B 1B1= A 1OA … =:   מהמשפט נובע    … = OA = AB = BCכאשר 

 :  1.3 הוכחנו בסעיף , שאותואלסתט פמש נקראתטענה זו 

דרך קצותיהם מעבירים ישרים ו ,כאשר על שוק אחת של זווית מוקצים קטעים שווים

 .חותכים את השוק השנייה, אזי גם עליה מוקצים קטעים שוויםהמקבילים 

 

ודרך קצותיהם , aשווים שאורכם  קטעים על שוק אחת של זווית מוקצים : משימה

, 1bעוברים ישרים מקבילים שחותכים את השוק השנייה של הזווית ויוצרים קטעים 

2b  ... , 
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 : בדקו

 , ... המוקצים על השוק השנייה שווים?1b ,2bהאם הקטעים א. 

 ? a -או שווה ל a -, קטן מa -האם אורכם גדול מב. 

 , ...  ?1b ,2bבמה תלוי אורך הקטעים ג.  

  

 

 

 

 

 : בניסוח משפט תאלס אפשר להחליף את שוקי הזווית בשני ישרים. הערה

חותכים שני ישרים נתונים ומקצים על אחד הישרים מקבילים המשפט לא ישתנה: 

  .מהם קטעים שווים, מקצים קטעים שווים גם על הישר השני

אם על שוק אחת של זווית מוקצים קטעים החל מהקדקוד : הפוך מורחב אלסתמשפט 

O :,OA ABBC ,  ,...  1ועל השוק השנייה מוקצים קטעים,OA 1B1,A 1C1B,... 

 הפרופורציוניים בהתאמה לקטעים על השוק הראשונה:

  

 

 , ... מקבילים.AA 1BB, 1CC ,1הישרים  יאז

תכונת הפרופורציה הארוכה אפשר  על פי  הוכחה

 לרשום:

  

 

 כלומר:                        . 

  ,דומים 1OBB -ו 1OAAמסיקים שמשולשים  שנימשפט דמיון  על פי

 .CC1AA||1בדומה לכך . BB1AA||1לכן 
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  משפט תאלס הפוך

   …=OA=AB=ACכאשר קטעים המוקצים על כל שוק שווים: 

 .מקבילים 1AA ,1BB ,1CCהישרים  יאז  1C1=A1B1=A1OA…=  -ו

 תרגילים

P .157-16 359 .  במשולש שבסיסוa  וגובהוh כך ששניים  ,חסום ריבוע

שניים האחרים המקדקודיו נמצאים על בסיס המשולש ו

 על שוקי המשולש. מצאו את צלע הריבוע. –

P .157-17 360. ישר המקביל לצלעAB   של המשולשABC  מחלק את

  .  Cהחל מקדקוד   m:nביחס   ACהצלע

 ?BCבאיזה יחס הוא מחלק את הצלע  

P .157-19   361.   במשולשABC  העבירו קטעDE  המקביל לצלעAC , אשר קצהוכ D  נמצא על

 .  AC : DE = 55 : 28נתון היחס  .BCעל הצלע  – Eוהקצה   ABהצלע

 .AD : BDמצאו את היחס 

באמצעות סרגל )ללא  . עשו זאתלחמישה קטעים שוויםשרטטו קטע וחלקו אותו  .362  38.2

 ( ומחוגה בלבד.אפשרות מדידה

באמצעות סרגל )ללא אפשרות מדידה( עשו זאת  .3:4שרטטו קטע וחלקו אותו ביחס   .363  38.3

 .ומחוגה בלבד

ובנו באמצעות סרגל ומחוגה בלבד את  AB ,1B1A ,2B2Aשרטטו שלושה קטעים  .643  38.5

 .XY 1B1: AB = A 2B2A :תנאי: את ההמקיים   XYהקטע

 . a ,b ,cנתונים שלושה קטעים שאורכם   .365  38.6

 .ax = bcמקיים: ו xבאמצעות סרגל ומחוגה בלבד קטע שאורכו בנו  

 .b -ו aנתונים שני קטעים שאורכם   .366    38.7

 .                באמצעות סרגל ומחוגה בלבד קטע שאורכובנו  
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 .b -ו aנתונים שני קטעים שאורכם   .367      38.8

 .                   באמצעות סרגל ומחוגה בלבד קטע שאורכובנו  

 קטעים פרופורציוניים על ישרים מקבילים  4.3

ידי הישרים אם ישרים מקבילים נחתכים על  משפט

על הישרים המקבילים  יהעוברים דרך נקודה אחת, אז

 קטעים פרופורציוניים:מוקצים הללו 

 

 

 . 1B1OA -ו  OABנתבונן במשולשים   הוכחה

  1B1AO= BAO) ראשוןהם דומים לפי משפט דמיון 

ליד ישירים כזוויות מתאימות  1A1BO=ABO -ו

 מקבילים(. 

 .                            לכן מתקיים שוויון היחסים:

                                          .                           שוויון: , לכן מתקיים 1C1OB OBC בדומה לכך, 

שוויון היחסים את מקבלים מהשוואת שני השוויונות 

 על שני הישרים המקבילים:  הקטעים המתאימים בין

  מ.ש.ל.                                                           

    ערהה

נמצאת בין   O גם כאשר הנקודהזה מתקיים  משפט

  שני הישרים. 

 חוצה זווית פנימית במשולש  4.4

חוצה זווית במשולש מחלק את הצלע הנגדית לקטעים  משפט

 המשולש. פרופורציוניים לצלעות הסמוכות של 

 . ABCמשולש ב  Cחוצה זווית  CD   הוכחה

 .CD  :BE||CD -המקביל ל  BEישר שרטטנ
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תכונות הזויות שאותן יוצר ישר שחותך זוג ישרים  על פי

 )זוויות מתאימות( ACD =AEB מקבילים,

 )זוויות מתחלפות(.  BCD =CBE -ו

, ACD =BCD ,הוא חוצה זווית  CD-כיוון ש

 המשולש , כלומר CEB =CBEמסיקים כי 

BCE  שווה שוקיים:BC   =CE.   

 .                          :משפט תאלס על פי

סופית:                       .   ונקבל   BCאת  CEנציב במקום 

       מ.ש.ל. 

 חוצה זווית חיצונית במשולש  4.5

חותך ישר המכיל את הצלע הנגדית,   ABCאם חוצה זווית חיצונית במשולש  משפט

המרחקים מנקודת החיתוך לקצות הצלע הזאת פרופורציוניים לצלעות  יאז

 .המשולש הסמוכות של 

ליד חיצונית שוקיים, חוצה זווית במשולש שווה  הוכחה

 מקביל לצלע השלישית )בסיס( של המשולש Cקדקוד 

  .)הוכיחו זאת בעצמכם!(

חותך ישר המכיל את  בכל מקרה אחר חוצה זווית חיצונית

לקצות הצלע החיתוך  נקודתמרחקים מהת, והצלע הנגדי

  הנגדית פרופורציוניים לצלעות הסמוכות:

 

 

ההוכחה אינה שונה מהוכחת 

)ראו שרטוט  המשפט הקודם

 . (משמאל
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 מעגלב יםמיתרחיתוך   4.6

ישר החותך אותו בשתי בתוך מעגל  Mנעביר דרך נקודה 

בתוך המעגל נקרא  ABהישר קטע . B -ו  Aנקודות

 מיתר.

ה מכפלת קטעי המיתרים העוברים דרך נקוד    1 משפט

 מסוימת בתוך המעגל שווה לכל מיתר:

AMMB קבוע שאינו תלוי בבחירת המיתר = 

 .CDמיתר נוסף   Mדרך הנקודהנעביר   הוכחה

 -כיוון ש דומים    MCB -ו  MADהמשולשים

B =D ו- A =C  זוויות היקפיות הנשענות על(

 אתה קשת(. 

                           משולשים נובע: המדמיון 

תכונת  פי )יחסים שווים של צלעות מתאימות(, לכן על

 הפרופורציה, מקבלים:

בחרנו באופן אקראי, מסיקים שמכפלת קטעי   CD -ו AB כיוון שאת המיתרים

 .Mהמיתרים היא גודל קבוע עבור כל המיתרים העוברים דרך הנקודה 

 2 משפט

 MAMB = MCMDמתקיים:   נמצאת מחוץ למעגל  Mכאשר הנקודה

 הן זוויות צמודות לזוויות היקפיות שוות,  BMC -ו MADהזוויות   הוכחה

 דומים.  MAD -ו MCB לכן גם הן שוות, והמשולשים

           .  MAMB = MCMDולבסוף מקבלים:                     מדמיון משולשים נובע: 

 

 

 :ומתכונת הפרופורציה מקבלים

MAMB = MCMD 

 מ.ש.ל.
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 חוצה זווית במשולש  4.7

 אם ,במשולש  Cמה אורכו של חוצה זווית  בעיה

, וידוע שהוא AC = b -ו BC = a   הזווית  שוקי

 ?n -ו mחותך את הצלע הנגדית לקטעים שאורכם 

 פתרון

המשפט על מכפלת קטעי המיתר העובר דרך  על פי

 נקודה בתוך מעגל:

mn = lDE = l(CE – l) = lCE – l2 

שתי זוויות(,  על פי) CBD -ו  ACEנתבונן בשרטוט ונזהה שני משולשים דומים: 

 לכן:

 .מ.ש.ל                n m -b = a 2l,  ולבסוף:  bCE = alמכאן נקבל:  

 על קוטר מעגלב האנך מנקוד  4.8

  משפט

קוטר שווה לממוצע העל  מעגלה תאנך מנקודא. 

 על מקצהם הוא שאותגיאומטרי של הקטעים 

 .הקוטר

כל מיתר המחבר את הנקודה הנתונה עם קצות ב. 

היטל ההקוטר הוא ממוצע גיאומטרי של הקוטר ו

  של מיתר זה עליו.

  הוכחה

 DB -ו  AD, ואת הקטעיםh -ב ABעל קוטר   Cמנקודה  CDנסמן את האנךא. 

 בהתאמה. 1a -ו 1b -שהוא מקצה על הקוטר ב

                    , לכן אפשר לרשום פרופורציה:                 דומים  ACD-ו  ABCזווית משולשים ישריה

 

                                                                         , 

    מ.ש.ל.        .                          .  לכן:1b1= a 2h ממנה נובע:
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          -ו  1a= c 2aנובע:              ,  לכן:   BCD-ו  ABCמדמיון משולשיםב. 

  מקבלים:  ACD-ו  ABCמשולשיםמדמיון בדומה לכך,     

  מ.ש.ל        

   ותמסקנ

 : 1b= c 2b  -ו   1a= c 2aנחבר את השוויונות  

   a2 + b2 = (a1 + b1)c = c2  

 קיבלנו עוד הוכחה של משפט פיתגורס. הנה

 :זה בזהנחלק את השוויונות 

 יתר.הליחס היטלי הניצבים על זווית שווה כלומר יחס ריבועי הניצבים במשולש ישר 

 משיק וחותך מנקודה אחת  4.9

 התבוננו בשרטוט: 

  MCמחוץ למעגל עוברים משיק ש  Mמנקודה

 .MBוחותך למעגל 

 MB= MA 2MC    נוכיח שמתקיים:    

משותפת לשניהם,   Mדומים, כיוון שזווית   MBC -ו   MACמשולשים  הוכחה

 על פי ,הכלואה בתוכן ACקשת הלחצי ות וששוות )שתיהן   ABC-ו  ACMוזוויות

  (.29עמ'  ,מיתרהמשפט על הזווית בין משיק ל

 ,                       לכן אפשר לרשום את פרופורציית הדמיון: 

 מ.ש.ל.      .MB= MA 2MCממנה נובע שאכן   

 

, ךוחותעוברים למעגל משיק כלשהי מחוץ למעגל אם מנקודה אפשר לסכם ולומר ש

 של קטע המשיק בין הנקודה הנתונה לבין נקודת ההשקה הוא ממוצע גיאומטרי יאז

 . בין הנקודה לבין נקודות החיתוךש קטעי החותך
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 "חתך הזהב" של קטע    4.10

לפנה"ס הוא הציג את  3בספרו המפורסם של אוקלידס "היסודות" שנכתב במאה  

, באופן שאחד מהם יהיה ממוצע יש לחלק את קטע נתון לשני חלקים :הבעיה הבאה

 גיאומטרי של כל הקטע והחלק השני )בעיית "חתך הזהב"(.

 .x -, ואת הקטע המבוקש בa -נפתור תחילה באופן אלגברי: נסמן את הקטע הנתון ב

 הנדרש: על פי

     x) –(a = a 2x 

 נפתח סוגריים ונקבל משוואה ריבועית:

= 0 2a –+ ax  2x 

       פִתרונה:

 

 

 באופן גיאומטרי: xצורת הפתרון מרמזת כיצד לבנות 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .                         היתר יהיה,         -ו aזווית בעל ניצבים  נשרטט משולש ישר .א

 את על היתרנקצה  Aבאמצעות מחוגה שמרכזה בקדקוד  .ב

 .P -קטע         , ונסמן את קצהו בה

  על הקטע הנתון ונקצה Pנפתח אותה עד לנקודה  ,Bנעביר את המחוגה לקדקוד  .ג

BC קטע שאורכו BP = x. 
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  יא הנקודה הנדרשת.ה  Sנקודה .ד

  הוא: ביניהם יחסהש לשני קטעים aהיא מחלקת את קטע 

 

 

כך, כדי להיפטר -, ואחרa = a 2x)– (x -)בפיתוח הביטוי השתמשנו תחילה בעובדה ש

 (.             -מכנה השבר ב"מספר הצמוד" לאת המונה והמשורש במכנה, הכפלנו את 

 (:פי) המכונה רציונלי  המספר שהתקבל הוא מספר אי

 

מספר זה מבטא יחס בסיסי שמופיע בצורות 

מלבן  –"ריבוע כפול"  –הן בגיאומטריות רבות, הפשוטה 

 . 2:1עם יחס צלעות 

 

 במלבן זה מתקיים: 

 

 למספר זה תכונות אלגבריות מופלאות:

 

  להופכי כאשר מחסירים ממנו אחת. ששווההוא מספר חיובי יחידי 

 מהביטוי האחרון נובע:

 קומתי:מין, ונקבל ייצוגו בצורת שבר תלת י אגףביטויו באת  במקום נציב במכנה 

   

 

 , נקבל שבר עם אינסוף "קומות":אם נמשיך להציב במכנה השבר את ביטויו של 
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  :ריבועי באמצעות שורש מפתיעיםגם ייצוגים אלגבריים יש  למספר 

 

 

 בתוך השורש את ביטויו:  נציב במקומו של 

 :של  יפהאם נמשיך פעולה זו אינסוף פעמים, נקבל עוד ביטוי  

 

 

 משפט צ'בה  4.11

קובע תנאים למפגש של שלושה ישרים בנקודה אחת, לכן אפשר להשתמש  משפט צ'בה

 בו רבות לפתרון בעיות הוכחה וחישוב במשולשים ומצולעים.

 בה'צמשפט 

  נתבונן בשרטוט.

 ABCשל המשולש  CA -ו AB ,BCעל הצלעות 

 . 1B -ו  1C ,1Aמסומנות נקודות 

בנקודה  נפגשים 1CC -ו 1AA ,1BBם קטעיה

  התנאי הבא: מתקיים רק אםו אםאחת 

           (1) 

 .P נפגשים בנקודה 1CC -ו 1AA ,1BBשהקטעים  נניח  הוכחה 

  .BCהמקביל לישר   MNנעביר ישר  Aדרך קדקוד

 דומים  C1BB -ו N1ABהמשולשים 

 הזוויות(, לכן: תיש על פי)

 

 נובע:  1BCC -ו M1ACמדמיון המשולשים 
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פרופורציוניים על ישרים מהמשפט של קטעים 

 ( נובע:3מקבילים )ראו סעיף 

 

 

  .נכפיל את שלש הפרופורציות ונקבל את המבוקש

 .קווי צ'בהים נקרא  1CC -ו 1AA , BB 1הקטעים 

  

 הערה

 1AA ,1BBכאשר הקטעים  גםמתקיים  (1)השוויון 

 מקבילים.  1CC -ו

על פי המשפט של קטעים  במקרה זה מקבלים

 (:2פרופורציוניים על שוקי זווית )סעיף 

 

  

 ומקבלים: (1)מציבים באגף שמאל של השוויון 

                                                                                                         

 מ.ש.ל

  מפגש תיכונים  :דוגמה

תיכונים, אזי  1BB -ו 1AA –אם שניים מקווי צ'בה 

 של השניים גם הוא  Pשעובר דרך נקודת החיתוך  CMהישר

תיכון, כיוון שיחסי הקטעים אותם מקצה כל תיכון  בהכרח

 :1 -צלעות המשולש שווים ל על 

 

 ,                 : 1 -היחס השלישי שווה למשפט צ'בה גם  על פילכן 

 למשפט התיכונים במשולש.למעשה, זאת הוכחה נוספת  הוא תיכון. 1CCכלומר 
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