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 בעיות בגאומטריהפתרון מטריות ויישומן בוזהויות טריגונ  .24

 נוסחאות חיבור   24.1

כמה זוויות מיוחדות ברביע  שלחישבנו ערכי פונקציות טריגונומטריות בשנה שעברה 

שלישי השני, הברביע זוויות כן ו   30, 45, 60, 90 ,0הראשון של מערכת הצירים:

 חצי סיבוב.באו בע רב זוויות החדותנבדלות מהרביעי, אשר הו

למדנו איך לבטא את ערכי הפונקציות של זוויות גדולות באמצעות הערכים ברביע  גם 

 ראשון, לדוגמה:

sin (180+) = -sin , cos (180+) = - cos  

sin (270+) = -cos , cos (270+) = sin  

 כיצד נזכור את הנוסחאות הנ"ל:

 חדה(. הסימן באגף ימין של הנוסחה הוא הסימן של אגף שמאל )עבור זווית  .א

 סינוס הופך לקוסינוסה י, אז270 או    90 Cאם באגף שמאל הזווית   .ב

 לסינוס. –קוסינוס הו

 , ההחלפה אינה מתרחשת.180  אם הזווית  

כסכום של זווית שלמה )או כמה , מציגים אותה 360 -גדולה מ Aכאשר הזווית 

 A =  + 360k ,  . < 90זוויות שלמות( וזווית חדה, כלומר: 

ברם, שיטה זו לא מאפשר לחשב את ערכי הפונקציות עבור זוויות חדות אחרות, 

  ועוד. 105, 165, זוויות כהות של 15, 75לדוגמה: 

 את ערכי הפונקציות הטריגונומטריות של כל זווית בטאלמסתבר כי יש דרך 

 באמצעות זוויות אחרות, ה"מרכיבות" את הזווית הנדרשת. 

  לשם כך יש נוסחאות חיבור, המאפשרות לחשב פונקציות מהסוג

sin (  )  ו- cos (  ), 

  באמצעות סינוס וקוסינוס של  כלומר סינוס וקוסינוס של סכום או הפרש הזוויות

 .  -ו

 משפט

  מתקיים השוויון:    -ו לכל 

                                cos ( + ) = cos cos  - sin sin   
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 הוכחה

 +M -ו M ,-Mנקודות את הנסמן על מעגל היחידה 

באמצעות סיבוב  0M(1,0)מהנקודה  תתקבלומש

    בהתאמה.  )+( -ו )- ,)לזוויות 

שיעורי הנקודות  ,פי ההגדרות של סינוס וקוסינוסעל  

 ם:האלה ה

  , ))-), sin (-(cos (-), M, sin (cos M 

    ))+(sin ), +(cos (+M        )1( 

שוקיים  ה משולשים שוויהמסיקים כי  OM-M=  +OM0M -כיוון ש 

+OM0M ו- OM-M   :0חופפים, לכן שווים בסיסיהםM+M=  -MM. 

 .0M+(M=  2)-M(M(2שווים גם ריבועי הבסיסים:  ו 

 By-A+(y2)Bx-A= (x 2AB(2     בנוסחת המרחק בין שתי נקודות: כעת, נשתמש 

 :(1)ונציב במקום שיעורי הנקודות את הביטויים  

(MM-)
2 = (cos  - cos (-))2 + (sin  - sin (-))2 =  

 סינוס(הזוגיות של -איהקוסינוס וה)נשתמש בתכונות הזוגיות של 

= (cos  - cos )2 + (sin  + sin )2 = 

= cos2 - 2cos cos + cos2 + sin2 + 2sin sin  + sin2 = 

טריגונומטרית הבסיסית(ה)נשתמש בזהות   

(2)                       = 2 + 2sin sin  - 2cos cos. 

הבסיס השני: אורךאת דומה נפתח באופן   

(M+M0)
2 = (cos (+) – 1)2+( sin (+) – 0)2 = 

= cos2(+) – 2 cos (+) + 1 + sin2(+) = 

טריגונומטרית הבסיסית(ה)נשתמש בזהות   

  (3)                                 = 2 – 2 cos (+). 

 :ונקבל את המבוקש (3) -ו (2)נשווה את 

(I)                    cos (+) = cos cos  - sin sin              
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 . 75cosאת שבו ח      1דוגמה 

 חה של קוסינוס של סכום:סנשתמש בנו 

cos 75 = cos (45+30) = cos 45cos30 - sin 45sin 30 = 

    

 

 :קוסינוס של הפרשונקבל את הנוסחה ל במקום  (-)את  (I)בנוסחה  ביצנ

cos ( - ) = cos cos (-) - sin sin (-) 

 של סינוס ונקבל סופית: זוגיות-ואי של קוסינוס זוגיותניעזר בתכונה של 

= cos cos  + sin sin                            cos ( - )                 (II)          

 

 . 15cosאת שבו ח     2דוגמה 

  הפרשנשתמש בנוסחה של קוסינוס של: 

cos 15 = cos (45-30) = cos 45cos30 + sin 45sin 30 = 

 

 3דוגמה 

 הוכיחו את הנוסחאות:
 

         (III) 
 הוכחה

 ונקבל: במקום  את               (II)בנוסחה נציב 

 

 .                                    ונקבל:  -ל נחליף את 

 :             את  ונציב במקום    :נחליף את סדר האגפים
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 ונפתח את נוסחת החיבור לסינוס: (III) –( I)ניעזר בנוסחאות 

 

 

                                    sin ( + ) = sin cos  + cos sin           (IV ) 

 ונקבל את הנוסחה לסינוס ההפרש: במקום (-)נציב בנוסחה זאת את   

                                      sin ( - ) = sin cos  - cos sin           (V ) 

 דוגמה 4

 .sin 210את שבו ח

  סכום:של נשתמש בנוסחה לסינוס 

 

 

 דוגמה 5

 ערך הביטוי: אתשבו ח

  הפרשהנוסחה לסינוס האגף הימין של הבביטוי הנתון אפשר לזהות את: 

 

 פן דומה אפשר לבטא את הנוסחה לטנגנס של סכום או הפשר זוויות:באו הערה

 *6דוגמה 

 (VI)       הוכיחו את השוויון:

  

 ונקבל את המבוקש: cos cos השבר במכפלה של מכנה את המונה והנחלק את 
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 וגמה:דיכולה לעזור בחישובי טנגנס של זוויות גדולות, ל (VI)נוסחה 

  

 

          А 481    24.1. :חשבו בעזרת נוסחאות חיבור  

 cos 240ד.   cos 150ג.   cos 120ב.   cos 135א.   

A483                 24.2 . :חשבו 

    -, אם נתון:                        ו     א.   

   -ו          ,  אם      ב.  

A484              24.3 .  ביטוי:את הפשטו  

  cos 5cos 2 + sin 5sin 2ב.  cos 3cos  - sin sin 3א.   

  

 ג.  

 ד.  

A485              24.4 . שבו ללא מחשבון:ח 

   sin 73cos 17 + cos 73sin 17א.  

      sin 73cos 17 - cos 73sin 17ב. 

 ד.          ג. 

 

 תרגילים

https://halomda.org/BooksData/Halomda-Calc.pdf
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A486               24.5.  שבו:ח 

      -ו          :, אם נתון      א.    

  -ו                         :, אם נתון      ב.   

A487                24.6. פשטו את הביטוי: 

 cos (-)sin (-) – sin ( - )ב.        sin ( + ) + sin (-)cos (-)א.   

 ד.            ג.   

A488                24.7 . שבו את  חcos ( + )  ו-  cos ( - )   נתון:אם                        , 

 .            -ו 

                      ,  cos  = -0.8,  אם נתון:  sin ( - )שבו את  ח . 24.8

 .               -ו 

 אם נתון:     +  (tan(שבו את  ח  *24.9

   -ו 

 :ביטויאת הפשטו  .24.10 

 ב.    cos ( - ) – cos ( + )א.   

 cos 2 - cos cos 3ד.     cos 3 + sin sin 2ג.   

 הוכיחו זהות:.  24.11  

      . א 

 

 .  ב

 .  ג 
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  ביטוי:את הפשטו  .24.12

          

 ביטוי:את הפשטו .   24.13

  sin 5cos 3 - sin 3cos 5  ב.   sin cos 2 + sin 2cos א.   

 משוואה:את ה.  פתרו 24.14

 cos 6xcos 5x + sin 6xsin 5x = -1א.   

 sin 3xcos 5x - sin 5xcos 3x = -1ב.   

  ג. 

   ד.   

 

 

 1-ד(       cos 3βב(   . A484              24.3   (ב .  24.2    (ד    (.   ב24.1

                          ב(   .    1A 7            24.5ד(    ב(4.24.4

                 .    sin α cos β    24.7      .                       24.8ד(   cos β sin α-ב(  .  24.6

                    .     sin α sin 3α          24.12ד(        .   ב(24.10                .   24.9

 ד(                                        ב( .  sin 2β      24.14.   ב(  24.13

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות
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    טריגונומטריות של זווית כפולהפונקציות   24.2

 :וית כפולהוז סינוס שלל, נקבל נוסחה בנוסחה לסינוס של סכום   = אם נציב   

     sin 2 = sin ( + ) = sin cos  + cos sin  = 2sin cos           

  cos 2sin =  2sin                                  (1)         כן: ל

 

 . 2sinחישבו את   .                         -ו   sin  =-0.6 נתון:    7דוגמה 

  (1)נשתמש בנוסחה : 

sin 2 = 2(-0.6)cos  = -1.2cos  

 . cos  < 0נמצאת ברביע השלישי מסיקים כי    -כיוון ש 

 לכן: 

 מציבים בביטוי הקודם ומקבלים סופית:    

    sin 2 = -1.2(-0.8) = 0.96    

 :ית כפולהוזו קוסינוס שלל, נקבל נוסחה בנוסחה לקוסינוס של סכום   = אם נציב 

     2sin - 2cos=  sin sin  - cos cos ) = +  (cos =  2cos           

  

 2sin - 2cos=  2cos                   (2)לכן:                                    

 

 . 2cosחשבו את   .  cos 0.3 = נתון:      8דוגמה 

  (2)נשתמש בנוסחה : 

=  1 - 22cos) = 2cos –(1  - 2= cos 2sin - 2= cos cos 2 

0.82            -1 = -20.32=  

 במהלך הפתרון הוכחנו עוד נוסחה שימושית לקוסינוס של זווית כפולה:

1 - 2= 2cos cos 2 

 אפשר גם לבטא את קוסינוס של זווית כפולה באמצעות סינוס:

cos 2 = cos2 - sin2 = 1 - sin2 - sin2 = 1 - 2sin2 
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באמצעות הנוסחאות לסינוס וקוסינוס של סכום זוויות וזווית כפולה אפשר לקבל 

  .וכפולות אחרות של  3נוסחאות לזווית של 

 .                           פשטו ביטוי:    9דוגמה 

  (2) -ו (1)נשתמש בנוסחאות : 

  

 . 2tanחשבו את   .                    נתון:   10דוגמה 

  את                                                      טנגנס של סכום לנציב בנוסחה =   

 :לטנגנס של זווית כפולהונקבל נוסחה 

       (3) 

                     נציב את 

   ונקבל תשובה: 

          

 

                              .  3sin . חישבו את                      :נתון  *11 דוגמה

sin 3 = sin ( + 2) = sin cos 2 + cos sin 2 = 

= sin (cos2 - sin2 ) + cos 2sin cos  = 

= sin cos2 - sin3 + 2sin cos2 = 

= 3sin cos2 - sin3 = 3sin  (1 – sin2) – sin3 = 

= 3sin  - 4sin3 = sin  (3 – 4sin2). 

 נציב את הערך של סינוס ונקבל:

                                                                                                         
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 חשבו ללא שימוש במחשבון: 

 152sin - 152cosב(     15cos 152sinא(   .24.15                 00

  75sin  - 75(cos(2ג(    

1A50              24.16 .   )ב(      א 

     ג(  

 

 752sin - 752cosב(       75cos 752sinא(   ..7124 

A503           24.18.   חשבו אתsin 2:אם נתון , 

   -ו  ב(          -א(                     ו 

A504            24.19.  חשבו אתcos 2:אם נתון , 

 ב(      א(   

9A50            24.20.   חשבו אתsin 2:אם נתון ,  

 ב(      א(   

 

 1-   (ד                          (ב 24.16    (ד    (ב   24.15

   (א   24.18    2-    (ד                      (ב 24.17

   (ב 24.20      (ב 24.19

 

 

 

 תשובות

 תרגילים

https://halomda.org/BooksData/Halomda-Calc.pdf
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 סכום והפרש של פונקציות סינוס   24.3

 סכום והפרש של פונקציות קוסינוס   

לעיתים, במהלך פיתוח ביטויים מורכבים נוח יותר להשתמש במכפלות של איברים 

. נפתח נוסחאות שהמאפשרות להציג סכום או הפרש של םאו הפרש םממאשר בסכו

 וקוסינוסים כמכפלה.סינוסים 

  = x + y,  = x – y    כמכפלה, נציב:   sin  + sin כדי להציג את הסכום   

 ונשתמש בנוסחאות של סינוס של סכום וסינוס של הפרש:

https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Trigo-A/Tasks/201.heb
https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Trigo-A/Tasks/202.heb
https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Trigo-A/Tasks/205.heb
https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Trigo-A/Tasks/206.heb
https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Trigo-A/Tasks/207.heb
https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Trigo-A/Tasks/214.heb
https://halomda.org/WebTestManager/Resources/Prompts-Induction-h.pdf
https://halomda.org/BooksData/Chat-mat.pdf
https://halomda.org/BooksData/Halomda-Calc.pdf
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sin  + sin   = sin (x + y) + sin (x – y) = 

= sin xcos y + cos xsin y + sin xcos y – cos xsin y = 

= 2sin xcos y.  

 :       y -ו xנחלץ את    = x + y,  = x – y :  השוויונותמשתי 

 

 לכן מקבלים סופית:

 

 באופן דומה מקבלים את נוסחאות להפרש סינוסים, וסכום והפרש של קוסינוסים:

 

 

 

 . 50sin +  10sin פשטו סכום    12דוגמה 

  :נשתמש בנוסחה לסכום של סינוסים 

 

 

 

 

 . 0.6sin  - 0.3cosהציגו כמכפלה את ההפרש:      13דוגמה 

   זוויות גדולות, נציג את הביטוי נשתמש בנוסחאות של פונקציות טריגונומטריות של

 כהפרש קוסינוסים, ונהפוך אותו למכפלה:
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 .sin  – 1הציגו כמכפלה את הביטוי:      14דוגמה 

  ונציג את הביטוי הנתון כהפרש סינוסים.                  : נשתמש בשוויון  , 

 לרשום: ראפש לכן

 

 

 

 את אותה השאלה אפשר לפתור בדרך אחרת )באמצעות הנוסחה לקוסינוס זווית כפולה:

 

 

 

 

 . cos +  sinאת הערכים הגדול ביותר והקטן ביותר של הביטוי  מצאו    15דוגמה 

 :נציג את הביטוי כמכפלה 

 

 

 

 , אזי הערך הקטן ביותר של הביטוי1- -כיוון שהערך הקטן ביותר של קוסינוס שווה ל

 .                        -, והערך הגדול ביותר שווה ל                              -שווה ל

 תרגילים

A537    24.21. :פשטו את הביטוי 

                                                    

        

 חשבו: .24.22    537

 sin 105 - sin 75ב(    cos 105 + cos 75 (א

                                                        ג(                                                            ד(  

 sin 105 + sin 165ו(       ה(  

 תרגילים

https://halomda.org/BooksData/Halomda-Calc.pdf
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 טריגונומטריה

 הפכו למכפלה:  .  24.23          

 2sin  - 1ב(    2sin  + 1א(   

 sin  + 1ד(   2cos  + 1ג(   

  פשטו את הביטוי: .24.24          

 רשמו כמכפלה: . 24.25         

  

 

 

 

 

 

 

 

     

 

                 (ד                (ב 24.21 

   (ו    (ד   0  (ב       24.22

 24.24    2 sin          24.25     

 תשובות

https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Trigo-A/Tasks/401.heb
https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Trigo-A/Tasks/402.heb
https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Trigo-A/Tasks/403.heb
https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Trigo-A/Tasks/405.heb
https://halomda.org/WebTestManager/Resources/Prompts-Induction-h.pdf
https://halomda.org/BooksData/Chat-mat.pdf
https://halomda.org/BooksData/Halomda-Calc.pdf

