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 השתנות קצב השינוי של פונקציה.  31  

 נגזרת שנייה  31.1

ובכל נקודות הקטע קיימת נגזרת של , (a, b)מוגדרת בקטע  f(x)תהיה פונקציה 

  .x, שהיא בעצמה מהווה פונקציה של f(x)הפונקציה 

 :f(x)ומסמנים  f(x)של פונקציה נגזרת שנייה קוראים  f(x)לנגזרת של פונקציה 

f(x) = (f'(x)) 

 ונגזרת שנייה היא , 2y' = 3x  היא  3y = x:  נגזרת של פונקציה  לדוגמה

)' = 6x2= (3x y 

 23x – 4f(x) = x  ,x6 – 3x4x) = (f  ,x6 – 2x12x) = (f             :  דוגמאותעוד 

f(x) = sin 2x     ,f(x) = 2 cos 2x  ,f(x) = -4 sin 2x                  

אולם לנגזרת מסדר שני בדומה לכך אפשר לחשב נגזרות מסדר שלישי, רביעי וכו', 

 מוחשית יותר.משמעות גרפית חשיבות ו

של פונקציה, מה קצב שינוי   ראינו שמשמעות הנגזרת היאבפרקים קודמים 

)תוספות קטנות( של פונקציה  כיחס של דיפרנציאליםהנגזרת  רישוםבשמתבטא 

 :ומשתנה בלתי תלוי

      

לגרף הפונקציה  שיפוע המשיק טנגנס  מבטאבייצוג גרפי של פונקציה, ביטוי זה 

 ה זו מאפשרת למצוא את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה:עובד. xבנקודה 

 ,וכאשר היא שלילית ,לה )הגרף עולה(נגזרת הפונקציה חיובית הפונקציה גד  כאשר 

  נה )הגרף יורד(.הפונקציה קט  
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 הוכחה

 א(

 .xמערכהּ בנקודה  גדול (x+dx)כלומר, ערך של פונקציה בנקודה 

 ב( 

 .xמערכהּ בנקודה  קטן (x+dx)כלומר, ערך של פונקציה בנקודה 

: ערך בגודלה( מתאפיינות לא רק בסימן הנגזרת, אלא גם או ירידה)אולם, עלייה 

  גבוה יותר.  קצב שינוילערך הפונקציה, כלומר גדולה יותר משמעו תוספת גדול יותר 

, אולם קצב (5 ,0)שלושת הגרפים הבאים מתארים פונקציה עולה בקטע לדוגמה, 

 כל פונקציה:להגידול בכל נקודה )השווה לנגזרת הפונקציה באותה הנקודה( שונה 

 

 y =  y = 0.5x , 0.5   א. 

 הנגזרת  עולה y הפונקציה      x < 5 > 0בתחום

y (השווה ל)ערכיה של , חיובית קצב גידול הפונקציה

  .אפס - הנגזרתקצב גידול  הנגזרת קבועים  

 

y     ב. =
1

4
x2, y =

1

2
x  

 הנגזרת  עולה y הפונקציה     x < 5 > 0  בתחום

y  )של הנגזרת ערכיה ,ביתוחי)קצב גידול הפונקציה 

 קעור –ף בתחום זה רצורת הג  יםגדלו יםהולכ

   .העלמכלפי 

 

yג.  = −
1

12
x2 + x + 2, y = −

1

6
x + 1 

 הנגזרת  עולה y הפונקציה     x < 5 > 0בתחום

y  )של אולם ערכיה , ביתוחי)קצב גידול הפונקציה

                 .יםוקטנ יםהולכהנגזרת )קצב גידול( 

      .הטמכלפי  קעור –ף בתחום זה רצורת הג
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 האם הוא קעור כלפי מעלה או מטה? –מה קובע את צורת הגרף 

 :של פונקציות שונות נתבונן בשלושת הגרפים הבאים

קיימות נגזרות מסדר ראשון  [a, b]בקטע  כל הפונקציותל

 משותף לשלושת הפונקציות ומה השוני? ושני. מה 

 עולה,  aהפונקציה בגרף 

 יורדת,  – bהפונקציה בגרף 

 ה וגם קטע של ירידה.ייש גם קטע של עלי cפונקציה בגרף ל

אולם לכל העקומות המתוארת בשרטוט יש תכונה משותפת: 

 ל גד   xכאשר ערכו של  ןט  וק הולך לכל עקומה  שיפוע המשיק

נה בקטע וקט   תנגזרת של כל הפונקציה הולכ ,, כלומרb -ל a -מ

[a, b] ,הנגזרת השנייה שלילית:   לכןf(x) < 0. 

: שיפוע המשיק מתבטא בגודל וסימן הזווית בין המשיק הערה

 0xזווית שיפוע המשיק בסביבת הנקודה  a. בשרטוט xלבין ציר 

 גודלהּ c -ו bן; ואילו בגרפים הולך וקט   גודלהּבית, אולם וחי

ל, אולם סימנו שלילי; של זווית שי  פוע המשיק הולך וגד 

ן.  לכן בכל שלושת המקרים שיפוע המשיק הולך וקט 

נמצא  f(x)גרף הפונקציה  ,)a, b(מהקטע  0xשעבור כל נקודה  ,רואים יםמהשרטוט

  בנקודה זו. לעקומת הגרף  מתחת למשיק

 . הטרה כלפי מוקעטוט קוראים רמהסוג המתואר בש לפונקציותלכן 

, אם נגזרת (a, b)בקטע  העלקעורה כלפי מנה מכוּ f(x)בדומה לכך, פונקציה 

 .f(x) > 0לה בקטע זה, ולכן הנגזרת השנייה חיובית:  גד   f(x)הפונקציה 
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הפונקציה הקעורה כלפי גרף  a, b)(xתוך הקטע נקודה בעבור כל רואים כי מהגרפים 

 .המשיק לגרף בנקודה זו מעל ה נמצאעלמ

אזי נראה כי גרף  קצה הקטעאם נעביר מיתר דרך הנקודות 

נמצא  [a, b]בקטע מסוים  הטקעורה כלפי משל פונקציה 

 למיתר העובר דרך נקודות קצה של הגרף בתחום זה, מעל

 העלמ  כלפי  קעורה פונקציה  של  הגרף  נקודות  ואילו כל 

 נקודות קצה הגרף.  למיתר העובר דרך תחתמנמצאות  [a, b]בקטע מסוים 

ה או מעלה נקראים בהתאם, תחומי הקעירות טקטעים בהם פונקציה קעורה כלפי מ

 של הפונקציה.

 ות הנגזרת השנייה.עמצאנראה כיצד אפשר למצוא את תחומי הקעירות ב

; אזי אם  (a, b)קיימת נגזרת שנייה בכל נקודה השייכת לקטע  f(x)נניח כי לפונקציה 

f(x) < 0  עבור כלx ה, ואם טאז הפונקציה קעורה כלפי מ ,בקטע זהf''(x) > 0  בכל

 ה.עלאז הפונקציה קעורה כלפי מ ,x(a, b)נקודה 

 1דוגמה 

רות כלפי מעלה וכלפי מטה ימצאו את תחומי קע

 :f(x)פונקציה ל

  = 3x 2 x2f(x) +– 1 .א

  f(x) = sin x, -π < x < π .ב

 3f(x) = x .ג

  .אf(x) = 4x   ,f(x) = 4. 

 f(x) > 0  עבור כל  x  R ,נקציה קעורה לכן הפו 

                         ה.עלכלפי מ  

   .בf(x) = sin x, f(x) = cos x, f(x) = -sin x . 

 :פונקציית סינוס שלילית  π < x < 0-  בתחום

sin x < 0  , -sin x > 0 f''(x) =,  

       .העלמהפונקציה קעורה כלפי  ומסיקים כי

  ,sin x < 0- מתקיים (π ,0) תחוםבדומה לכך, ב
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בקטע זה קעורה  f(x) = sin x כלומר הפונקציה

                        .  הטמכלפי 

 x) = 6x(f  ,2x) = 3x(f               . ג

                       6x > 0   x > 0  

6x < 0   x < 0                        

ה בתחום רה כלפי מעלוקע 3f(x) = xכלומר, פונקציה 

x > 0ה בתחום טרה כלפי מו, וקע.x < 0                   

 

 2דוגמה 

0  כי בתחוםהוכיחו  < x <
π

2
sinמתקיים:      x >  

2

π
x. 

  בתחום(0, π)   פונקציהf(x) = sin x  ה בכל נקודות בתוך התחום. טקעורה כלפי מ 

 הנקודות שיפוע הישר העובר דרךבקצות הקטע.  B -ו Aנעביר מיתר דרך הנקודות 

m  האלה הוא: =
1
π

2

=
2

π
y , לכן משוואת הישר היא   =  

2

π
 x . 

 

 

 

 

 

 

המיתר העובר קעורה בתחום זה, ערכיה נמצאים מעל  f(x) = sin x  כיוון שפונקציה

sin   , לכן מקבלים:B -ו Aהנקודות  דרך x >  
2

π
x      ..מ.ש.ל       

 3 דוגמה

 .f(x) = ax + bמצאו תחומי קעירות של פונקציה קווית  

  :נגזור את הפונקציה פעמיים(x) = a, f(x) = 0   f 

 x   .לפונקציה קווית אין תחומי קעירות בכל ציר לכן 
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 4 דוגמה

 .a > 0 ,  +bx + c2f(x) = ax  קעירות של פונקציה ריבועית מצאו תחומי .א

 :2      נגזור את הפונקציה פעמייםa > 0x) = (f, x + ba2x) = ( f 

 x   .ציר חיובי קעורה כלפי מעלה בכל  aבעלת מקדם ית ריבועפונקציה לכן 

 .a  ,  +bx + c2f(x) = ax> 0  מצאו תחומי קעירות של פונקציה ריבועית .ב

  :0  נגזור את הפונקציה פעמיים <x) = 2a (fx) = 2ax + b, ( f 

 x   .שלילי קעורה כלפי מטה בכל ציר  aפונקציה ריבועית בעלת מקדם לכן 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 5  דוגמה

 :3ית פולינום ממעלה מצאו תחומי קעירות של פונקצי

                                          x + d+ c 2bx + 3f(x) = ax 

  :נגזור את הפונקציה פעמיים 

                           x) = 6ax + 2b(f+ 2bx + c,    2x) = 3ax( f 

   תחומי קעירות כלפי מעלה: 

f(x) > 0, 6ax + 2b > 0,  x > −
b

3a
 

   ה: טתחומי קעירות כלפי מ
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f(x) < 0, 6ax + 2b < 0,  x < −
b

3a
                                 

תלויים  3כלומר, תחומי קעירות כלפי מעלה וכלפי מטה של פונקציית פולינום ממעלה 

 .b -ו aבערכי וסימני המקדמים 

בעלת המקדם   = 3xaf(x), עבור פונקציית חזקה: לדוגמה

a   :חיובי נקבל תחום קעירות כלפי מעלהx > 0, 

 .x < 0ותחום קעירות כלפי מטה:  

 במקרה כללי של פולינום ממעלה שלישית

(b ≠ 0, c ≠ 0, d ≠ 0), י ערכתחומי קעירות תלויים ב

 . d -ו c , ולא תלויים במקדמיםb -ו aהמקדמים 

 , למשפחת פונקציותלדוגמה

c = 1, 2, 3, 4, 5, 2 –cx +  2x1.5 –3 x0.3f(x) =  

 :לכל פונקציה תחום קעירות כלפי מעלה

                                                 1.67 x > −
b

3a
= −

−1.5

3∙0.3
 

 .x < 1.67תחום קעירות כלפי מעלה לכל פונקציה:   

: בנדוקות בהן כל פונקציה משנה את סוג שימו לב

ים משיקה בין  תוזוויה ,(A, B, C, D, E) הקעירות 

(, לאפס ותולא שוו) ותשונ xלציר גרף ת הועקומל

של כל פונקציה בנקודה בה ראשונה  נגזרתכלומר 

 .(f(x) ≠ 0) סוג הקירות משתנה לא מתאפסת

במקרה של פונקציית חזקה )בדוגמה ברם, 

נגזרת ראשונה בנקודה בה סוג הקעירות הקודמת(, 

 שווה לאפס: (x = 0)מתחלף 

           (0) = 0, f2x) = 3ax(f , 3xaf(x) = . 

 – נקודות פיתולבנקודות האלה )המכונות כלומר, 

ראו את הסעיף הבא( ערך של נגזרת ראשונה יכול 

 להיות כלשהו )חיובי, שלילי, או אפס(.
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 6 דוגמה

 .|f(x) = |x – 2  ערך מוחלט:ית מצאו תחומי קעירות של פונקצי

   תחום ההגדרה של הפונקציה: תחילה נמצא את 

   

 

 ∞ > x  :- < xכל ציר  –תחום ההגדרה כלומר, 

 איננה מוגדרת בכל f(x)אולם, פונקציית נגזרת 

 נקודות הציר:  

 

 שואפת x)ערכיה שונים כאשר  איננה מוגדרתנגזרת של פונקציה  x = 2, בנקודה כלומר

 נקודה(.למימין ומשמאל  2 -ל

 נחשב נגזרת שנייה:  

 

בנקודה זאת אינה מוגדרת גם , x = 2רת ראשונה אינה מוגדרת בנקודה זכיוון שנג

קעירות בכל אין תחומי    f(x) = |x– 2| לפונקציה  כי ,מסיקיםמכך  .נגזרת שנייה

 .התחום

חזותי בין גרף הפונקציה של ערך מוחלט ופרבולה )גרף של הדמיון מרות הל :שימו לב

קעורה כלפי שונות: פרבולה של שתי הפונקציות הקעירות  , תכונותפונקציה ריבועית(

, ואילו לפונקציה של ערך מוחלט ∞ > x > ∞-  מעלה בכל התחום של מספרים ממשיים

 אין תחומי קעירות באף קטע מתחום זה! 

 שימוש בנגזרת שנייה לקביעת סוג של נקודת קיצון  31.2

בכיתה י' למדתם שיטה לקביעת סוג של נקודת קיצון של פונקציה באמצעות בדיקת 

משנה  f(x)סימן של נגזרת ראשונה בשני צדדים מנקודת קיצון: אם פונקציית נגזרת 

אזי זאת נקודת מינימום,  –גדל ועובר את נקודת הקיצון    xסימן משלילי לחיובי כאשר

 אזי מדובר בנקודת מינימום.  –ואם הנגזרת משנה סימן מחיובי לשלילי 

 גרף הפונקציה:את  נתחנ

                1.1x +1.2 – 20.2x – 30.1x=  )4 -)(x 1 -)(x 3(x + 0.1f(x) =  
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 את שתי הנגזרות של הפוקנציה: נחשב

                           0.4 –x) = 0.6x (f, 1.1 –x 40. – 2x30. =  x)(f 

 נמצא את הנקודות החשדות לנקודות קיצון ע"י השוותה לאפס של הנגזרת הראשונה:

 0.3x2 – 0.4x – 1.1= 0, x1  -1.36, x2  2.69 

הנגזרת בשתי נקודות  סימניכדי לבדוק את הסוג של נקודות קיצון, יש לחשב את 

 , נקבל:Aמשמאל ומימין מהנקודה החשודה; עבור נקודה 

                               0.4 –x) = 0.6x (f, 1.1 –x 40. – 2x30. =  x)(f 

                    f(-2) = 0.3(-2)2 – 0.4(-2) – 1.1 = 0.9 > 0                                  

                                0.4 < 0-=  1.1 – 1)-(40. – 21)-(30. =  )1-(f  

היא נקדות  Aמסיקים כי נקודוה מחליפה סימן מחיובי לשלילי, ראשונה כיוון שנגזרת 

 פונקציה יורדת(. פנקציה עולה, מגזרת שלילית  מקסימום )נגזרת חיובית 

 :Bבדומה לכך נחשב את סימני הנגזרת בסביבת הנקודה 

                    f(2) = 0.3(2)2 – 0.4(2) – 1.1 = -0.7 < 0                                  

                                     = 0.4 > 0 1.1 – (3)40. – 2(3)30. =  )3(f  

 היא נקודת מינימום. Bכלומר, נקודה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 שימוש בנגזרת שנייה מאפשר לקבוע את סוג נקודת הקיצון בפעולה אחת: 

הרי בקטע שבו נגזרת שנייה חיובית הפונקציה קעורה כלפי מעלה, לכן נקודת קיצון 

 שנמצאת בתחום זה היא נקודת מינימום; בדומה לכך, נקודת קיצון שנמצאת בתחום

 היא נקודת מקסימום.  )מגזרת שנייה שלילית( של קעירות כלפי מטה 
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 :B -ו Aנחשב את הנגזרת השנייה של הפוקנציה בנקודות 

f(A) = 0.6(-1.36) – 0.4 < 0 

 נקבל:  B, ואילו עבור הנקודה היא נקודת מקסימוםA (x  -1.36 )לכן נקודת 

                                  f(B) = 0.62.69 – 0.4 > 0     נקודת מינימום                      

כך מציאת סימן של נגזרת שנייה מאפשרת לקבוע את הסוג של נקודות קיצון 

 נקדות מקסימום.   f(x) < 0 נקדות מינימום;    f(x) > 0 בפעולה אחת:  

 7 דוגמה

 .f(x) = 2cos x – cos 2x   יתשל פונקצי ונקדות קיצון מצאו תחומי קעירות

  תחילה נמצא את תחום ההגדרה של הפונקציה: כיוון שבפונקציה אין שברים

  .∞ > x  :-∞ < xושורשים, מסיקים כי תחום ההגדרה הוא כל ציר 

 נגזור את הפונקציה פעמיים:

 (x) = -2sin x + 2sin 2x,   f(x) = -2cos x + 4cos 2x    f 

 אינסוף פתרונות, לכן קיימים אינסוף קטיעם בהם    2cos x + 4cos 2x = 0-למשווה 

f''(x)  .)היא חיובית )תחומי קעירות כלפי מעלה( או שלילית )תחומי קעירות כלפי מטה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

הן מחזוריות, כאשר גזרותיה שתי נ, נשים לב לכך, שהפונקציה וגרףכדי לתאר את ה

 )מחזור 2πוא הכפולה המשותפת הקטנה ביותר של הקטן ביותר ההמשותף המחזור 

 . 2π(, כלומר, cos 2x -ו sin 2xשל  )מחזור  π -( וcosx -ו sinxשל 

 יא זוגית, לכן אפשר לחקור אותה בקטע סימטרי ה   f(x) = 2cos x – cos 2xפונקציה 
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[-π, π]  .בקטע זה:   נמצא את נקודות הקיצון של הפונקציה 

f(x) = -2sin x + 2sin 2x = 0  

                       sin x + 2sin xcos x = 0,  sin x(1 - 2cos x) = 0  

                                   sin x  = 0    x = 0, x = π 

                                    1 - 2cos x = 0    x = 
π

3
     

מקסימום או מינימום, וגם למצוא את תחומי הקעריות  -סוג הנקודות כדי לבדוק את 

 נחשב את הנגזרת השנייה: -של הפונקציה 

f(x) = -2cos x + 4cos 2x   

  f(0) = -2cos 0 + 4cos 0 = 2 > 0  f(0) = 1,  נקודת מינימום - x = 0   

         πx =  - 3, נקודת מימינום-π) = f(  > 02π = 6 4cos π + 2cos -=  π)(f 

 x =  
π

3
   f וםמיקסנקודת מ -  (

π

3
) =  −3 < 0,   y (

π

3
) =

3

2
  

 

 נקודת פיתול  .32

מקעורה  ןאת צורת ותמשנ f(x) = sin x -ו 3f(x) = x: ותהפונקצישתי  )0 ,0(בנקודה 

 .העלה לקעורה כלפי מטכלפי מ

זמנית קצה הקטע שבו הפונקציה קעורה כלפי מטע וקצה -נקודה כזאת שמהווה בו

 .נקודת פיתול  הקטע שבו הפונקציה קעורה כלפי מעלה מכונה

 .משנה סימןבנקודת פיתול נגזרת שנייה של הפונקציה 

    32x – 4f(x) = x את נקודות פיתול לפונקציה מצאו    1 דוגמה

    :12    נחשב את הנגזרת השנייהx – 2= 12xx) (f  ,26x – 34x (x) = f  

 חיוביות ושליליות של הנגזרת השנייה:נמצא תחומי         

     1) > 0 -x(x  12x > 0   – 212x  

                      x < 0, x > 1  

   0 <1)  -x(x  0   <12x  – 212x 

                         0 < x < 1 
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 מתאפסתנגזרת שנייה  x =1 -ו x = 0בנקודות 

הנקודות לכן , משני צדי הנקודות ה סימןחליפמו

 B -ו A)הנקודות  האלה מהוות נקודות פיתול

 . בשרטוט(

הנגזרת הראשונה מקבלת : בנקודות פיתול שימו לב

 (:  0ערכים שונים )לאו דווקא 

                    f(A) = 0, f (B) = -2      

 למציאת נקודת פיתול יםכלל

תהיה נקודת  f(x)מנת שלפונקציה -עלראינו כי 

מסוימת, נגזרת שנייה של  0xפיתול בנקודה 

  חייבת לשנות סימן.בנקודה זו  f(x)הפונקציה 

ערכיה שואפים לאותו ערך )כלומר  באותה הנקודה רציפה f(x)פונקציה אם 

 :(, אזי התנאי לשינוי סימן הפונקציהנקודהמשני צדי ה 0x -בהתקרבות ל

                                            )0x-(f -=  )0x+(f 

(0x+ 0 -וx-  0 -נקודות קרובות מאוד למסמניםx )יכול להתקיים משני צדי הנקודה 

    ! הכרחי אך לא מספיקהתנאי הזה הינו , אולםו  .0x(f( 0 =  אם אך ורק

 :4f(x) = xפונקציה את ה נתחה, נמוגלד

                  2= 12xx) (f  ,34x (x) = f        

 :x = 0נגזרת שנייה מתאפסת בנקודה 

                         0x =    0=  2x12= x) (f 

, נקודה זו איינה נקודת פיתול, כיוון שערכיה של אולם

ים סימן שנאינם מ  12xx) (f =2פונקציית הנגזרת השנייה 

  !x = 0 משני צדי הנקודה

 דומה קורה לכל הפרבולות מסדר זוגי: מצב 

2nx…, , 8x, 6, x4f(x) = x  

 הרי לכל הפונקציות מסוג זה נגזרת שנייה גם היא פרבולה מסדר זוגי: 

2-2n, …, x6, x4, x2(x) = xf 
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  המספרים.שליליים בכל ציר -ולכן ערכיה אי

 :סיכום הכללים למציאת מקודות פיתול

 . f(x) = 0    הנקודות בהן – "חשודות"המוצאים את הנקודות  .א

 להיות נקודות פיתול. יהתנאי ההכרחנקודת אלה מקיימות את 

 :בודקים את סימני הנגזרת השנייה בשני צידיה של כל נקודה חשודה .ב

 פיתול,נקודות ים מהוות מנוגדהנקודות בהן סימני הנגזרת השנייה 

 נקודות פיתול. ןאינ –ואילו הנקודות שבהן הסימנים זהים 

 .4x – 5f(x) = x את נקודות פיתול לפונקציה מצאו    2 דוגמה

   :212    נחשב את הנגזרת השנייהx – 3x0= 2x) (f  ,3x4 – 4x5 x) =(f  

 נמצא את הנקודות החשודות לנקודות פיתול: 

20x3 – 12x2 = 0,   4x2(5x – 3) = 0,  x1 = 0, x2 = 0.6 

 ושליליות של הנגזרת השנייה: נמצא תחומי חיוביות

             3 > 0 -5x  3) > 0   –(5x 24x  

                              x > 0.6  

        0 < 3 -x 5 0   3) < –(5x 24x   

                   x < 0.6  

נמצאת בתחום חיוביות  1x 0 =ן נובע כי נקודה מכא

  1x 0 =  של ערכיה משני הצדדים  לכן, x)(fשל 

נקודה זו  כאן מסיקים כימלא מחליפים סימן; 

 איננה נקודת פיתול.

גבול של תחום קצה הנמצאת ב 2x 0.6 =לעומת זאת, הנקודה החשודה השנייה 

שני צדי הנקודה סימנים מנוגדים; מנגזרת, לכן לערכיה הונקציית פחיוביות של 

 מכאן נובע כי נקודה זו היא נתקודת פיתול.  

 הבדל בין נקודות קיצון לנקודות פיתולדימיון והה  32.1

 :f(x)ניזכר בתהליך מציאת נקודות קיצון של פונקציה 

 ,f(x)  "י מציאת נקודות אפס של הנגזרתילה מוצאים את הנקודות החשודות עתח

 . f(x) = 0  פותרים משוואהכלומר 
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–נקודות קיצון ל תנאי הכרחיתנאי זה הוא 

נקודות  - בדומה לתנאי הכרחי לנקודות פיתול

 .f(x) = 0 אפס של נגזרת שנייה: 

כדי שנקודת האפס של נגזרת ראשונה תהיה 

 צריך להתקיים תנאי נוסף:  ,נקודת קיצון

ה דמשני צדי הנקו הראשונה הנגזרתסימני 

בדומה לסימני  – צריכים להיות מנוגדים

 מסביב לנקודת פיתול.  השנייה הנגזרת

  :מוצגת בגרף משמאלהבדוגמה 

 , 4x + 7 – 2f(x) = x  היא נקודת מינימום של הפונקציה Aנקודה 

 .Ax  = 0 4 – A) = 2xAx(f 2 =            הכרחי  יאהמקיימת תנ

 .f(x) = 2x – 4 > 0, x > 2מוצאים את תחום החיוביות של פונקציית הנגזרת:  

 . f'(x) = 2x – 4 < 0, x < 2 תחום השליליות: 

 של הפונקציה מחליפה סימן,  ראשונהנגזרת  Axלכן בנקודה 

 . קיצוןהיא נקודת  Aהנקודה  –משמע 

 לכן הנגזרת שלילית;, הפונקציה יורדת, x = 2 -ל עד להולך וגד   x: כאשר הערה

  ומתחילה לעלות )0Af'(x = ((הפונקציה "עוצרת" את הירידה   Ax 2 =בנקודה 

(f'(x) > 0, x > 2). 

 . = 9-12x - 26x- 3x-f(x)     הגרף השני מבטא את הפונקציה

 x =  0  x) =(f  ,12-12x - 23x-x) = (f-2 נחשב את הנגזרות:    

f(x) = -6x -12, f(x) = 0   x = -2                                 

 מתאפסות, ראשונות של הפונקציה הנגזרות השתי  Bכלומר, בנקודה 

 היא חשודה לנקודת פיתול.  Bמשמע נקודה 

 נייה בשני צדי הנקודה: שנבדוק את סימני הנגזרת ה

 . - x < 12 > 0, -6x-2      הוא:  x)(fתחום חיוביות של  

 .- x > 12 < 0, -6x-2                             תחום שליליות: 

 .פיתולהיא נקודת  B, לכן הנקודה נגזרת שנייה מחליפה סימן
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 אם נתון: f(x)מצאו את  

 sin x 3f(x) = xב.     cos x 2f(x) = xא.   32.1

 6x + 5+  3x3 - 4f(x) = x. ד 2x – 3x2+  5f(x) = x 2 +ג.   

  = x7scof(x)ג.    x8f(x) = sin . ב   f(x) = (2x- (71א.  32.2

32.3 f(x) = x√1 +  x2  

 רות כלפי מטה לפונקציה:ירות כלפי מעלה ותחומי קעימצאו את תחומי קע 

 2x6 - 4f(x) = x 4 +ב.     4f(x) = (x + 1)א.  .432

 3x2 - 4f(x) = x    ד.   = 2x5 + 3x-f(x)  ג. 

 מצאו את נקודות הפיתול של הפונקציות: 32.5

 280x - 5f(x) = xב.       ,x < <  -f(x) = cos x א.  

f(x)ד.      12x 224x - 3f(x) = 12x +ג.    = sin x −
1

2
sin 2x, −π < x <  π 

f(x)ו.       f(x) = sin x, 0 < x < 2ה.   =
1

20
x5 + 4x2      .זf(x) =

1

10
x5 − 8x2 

 תרגילים אינטראקטיביים עם פתרונות

 :טה ונקודות פיתול של הפונקציותמעלה וכלפי ממצאו תחומי קעירות  

32.6 f(x) =  
1

x2+1
 

32.7 24x + 3) – 2(x f(x) = 

32.8 f(x) =  √x2 − 1
3

 

 

 

 

 

 

 

 

 תרגילים
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 18x – 212x  דx cos2x + 6x sin)3x –(6x        )  (ב   132.

 x7s7co –x 2insx5s42co ג(      x8sin8 –x 2cosx6sin56  ב(     x)168 - (51 א( 32.2

32.3      
x(3+2x2)

(1+x2)
3

2⁄
 

  x<1>1- ה בקטעטורה כלפי מעק, x > 1 -ו x < -1 ה בקטעים:עלורה כלפי מעקב(     32.4

x  תחום:בה עלורה כלפי מעקג(     >  1
2

3
x  תחום:בה טורה כלפי מעק,  < 1

2

3
 

 x < 0, x > 1  :הטמורה כלפי עק , x < 1 > 0 תחום:בה עלורה כלפי מעקד(    

xא(     32.5 =  
π

2
)arccos  ד(    2  ב(    

1

4
 x = 2  ז(    x = 2  ו(    x = π  ה( (

x1נקודות פיתול:    32.6 =  −
1

√3
, x2 =  

1

√3
  , 

−)  :קעורה כלפי מעלה   
1

√3
,

1

√3
,∞−)  :,  קעורה כלפי מטה( −

1

√3
) ∪ (

1

√3
, +∞)   

x1  נקודות פיתול:  32.7 =  2 −
1

√3
, x2 = 2 + 

1

√3
  

2)  :קעורה כלפי מטה   −
1

√3
, 2 +

1

√3
)  , 

,∞−)  :קעורה כלפי מעלה   2 −
1

√3
) ∪ (2 +

1

√3
, +∞)   

 , x-=  1x ,21 1 =  נקודות פיתול:  32.8

∪(1- ,∞-)  :,  קעורה כלפי מעלה (1 ,1-)  :קעורה כלפי מטה   (1, +3)   
 

 נגזרת? "להרגיש"כיצד אפשר 

 (:xהתופעה ממנה הגיעו למושג של נגזרת היא תנועה בקו ישר )נסמן אותו כציר 

ת התחלת התנועה )ראשית הציר(, ולסמן כמרחק מנקוד קבועאת מקום הגוף אפשר ל

)משתנה  tמשתנה במהלך התנועה כפונקציה של זמן  גוף המקומו של . xשיעור כאותו 

 .  x(t) –בלתי תלוי( 

האם נרגיש הבדל  , ואנחנו נמצאים בתוכו.או מטוס כי הגוף הוא קרון רכבתנדמיין 

לא , )או חלונות אטומים( ? אם הנוף הוא אחיד2x למקום אחרכלשהו  1xבין מקום 

  .x(t 2x =2(  לבין  t 1x)x =1(  , כלומר לא נרגיש הבדל ביןשינוי מקוםנרגיש 

מהירות -נזכירכם כי עבור תנועה שוותהאם נרגיש שונה בנסיעה איטית או מהירה? 

 ,  עבור תנועה במהירות משתנה מהירות             מהירות שווה ליחס בין דרך לזמן:

 ה
 ע

 ש
 ר

ה
 

 תשובות
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 ברגע )מהירות  רגעית מהירות ו,                  ליחס שווה     t זמן  בפרק   ממוצעת 

 .                                 x:שווה לנגזרת של  מסוים(

 1דוגמה 

 , x = 50tהנוסעת בקו ישר משתנה בזמן עפ"י הנוסחה: מכונית מקומה של ה

 . (km)בקילומטרים  x -ו, (h)נמדד בשעות  tכאשר 

 כפונקציה של זמן.מצאו את מהירות המכונית 

       v = x(t) = (50t) = 50 

 היא לא מספר טהור, אלא גודל עם יחידות. מה הן? vשימו לב: המהירות  ,אולם

 .                     :כמנה של דיפרנציאליםנתבונן ברישום הנגזרת 

 ,                                  המהירות הן:  מכאן נובע כי יחידות

  . לכן התשובה המלאה היא:                      

 2דוגמה 

  . במהירות התחלתית                כלפי מעלהאבן זורקים 

 . 24.9t -h(t) = 10t  תלוי בזמן לפי הנוסחה: מעל הקרקע hגובה האבן 

 תלות של מהירות האבן בזמן?הי המ .א

 לאיזה גובה מקסימלי תגיע האבן? .ב

 מהירות שווה לנגזרת ראשונה של מקום )גובה( בזמן:.   א    

      t9.8 – 10t = 4.92 – 10=  )2t4.9 -t 10t) = ((v(t) = h 

 .   את הגובה הקסימלי אפשר לחשב בשתי דרכים:ב

 דרך ראשונה 

 פונקציה ריבועית: היאh(t)  הפונקציה 

24.9t -h(t) = 10t  

 קדקוד:שיעורי ה פרבולה הפוכה, –הגרף שלה 

 = 1.02 sec mt,  (m) 5.1=  21.024.9 – 1.0210=  mh 

 דרך שנייה

 למצוא את נקודת המקסימום של פונקציהכדי 

 ה
 ע

 ש
 ר

ה
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 24.9t -h(t) = 10t     9.8יש להשוות לאפס את הנגזרתt –10 t) = (h: 

                                     )sec(= 1.02  mt= 0,  m9.8t – 10     

 5.1  21.024.9 –1.02 10=  mh    =(m)נציב לביטוי של פונקציה:  

מהירות , לא נרגיש את , ואין לנו אפשרות להביט החוצהאם הרכבת נוסעת חלק

אף מערכת חיישנים רגישים יהיו אשר יהיו לא "תחוש" את סתבר כי מ. התנועה

 התנועה בקו ישר במהירות קבועה, ולא תוכל לקבוע האם הקרון נע או נייח. 

גלילאו אבי המכניקה ידי -טענה זו מכונה "עקרון היחסות" והיא נוסחה לראושנה על

 , ואומתה בניסויים רבים שערכו הפיסיקאים מאז.16גליליי במאה 

 !גם את הנגזרת הראשונה של מקום בזמן "מרגישים"איננו י נסיק כמכאן 

 ? x(t) ומהי המשמעות לנגזרת שנייה של המרחק בזמן

נסיק (, x קצב שינוי המרחק) v היא מהירות x(t) כיוון שמשעות הנגזרת הראשונה

  .   תאוצה המכונה, v(t) קצב שינוי המהירותהיא  x(t) משמעות הנגרת השנייהכי 

 . ראינו כי אבן הנזרקת כלפי מעלה נעה בתאוצה 2בדוגמה 

)נוסעת בתאוצה( בתחילת הנסיעה ומאטה )תאוצה שלילית( לפני  מאיצהגם מכונית 

 עצירתה. 

מסתבר שתנועה בתאוצה מתרחשת כאשר על גוף פועל כוח חיצוני )טענה זו נקראת 

 (: החוק הראשון של ניוטון(. נכונה גם טענה הפוכה )החוק השני של ניוטון

קבועה )הוא נע בתנועה נשארת כאשר על גוף לא פועלים כוחות חיצוניים, מהירותו 

 ף נייח(.מהירות אפס כלומר, הגוב -קצובה, או במקרה פרטי 

דחף מגב המושב עליו  מכונית שמאיצה, אנו מרגישים כאשר אנחנו נמצאים בתוך

כולם : "מרגישים" את התאוצה בתוך המכוניתהאחרים גם כל הגופים  אנו יושבים.

 זזים או נוטים אחורה. 

אפשר  ,x(t) -( t)בזמן  (x)של מקום  נגזרת שנייהכיוון שמשמעות התאוצה היא 

ערכו להגוף אינו "רגיש" , x(t) בזמןשל גוף נע להסיק, כי בהקשר לפונקציה של מרחק 

 המהירות, וכן רגיש לערכה של נגזרת – x(t), וגם לא לערכה של נגזרת ראשונה xשל 

 התאוצה. – x(t) -שנייה 

   .מרגישהגוף כוח, אותו ההסבר הפיזיקלי: תאוצה נגרמת עקב הפעלת 
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 פונקציות עם שורשים.  33  

 םתחום הגדרה של פונקציות עם שורשי  33.1

 . לדוגמה:רציונליים-איעם שורשים נקראים ביטויים ביטויים 

√3𝑥2 + 𝑦23
, √𝑥2 + √𝑦2 + √𝑧

3
 

מעלת השורש זוגית )כמו: שורש ריבועי, שורש ממעלה רביעית וכד'(, אזי ערך  אם

 שלילי.  -ך השורש חייב להיות אימספרי לביטוי בתו

 של שוויונות כדי למצוא תחום הגדרה-טכניקה אלגברית של פתרון איב נשתמש

 ונקציות מורכבות יותר.פ

  מצאו   את   תחום   ההגדרה   של   פונקציה   1דוגמה 

                                         f(x) =  
√1− x2

x
 . 

 0להתקיים:    צריכים  שני תנאים  2x – 1  0  -ו x .  

 .  - 2x  ,1 x    1 1פתרון האי שוויון:   

 : תחום ההגדרה מכיל שני קטעים:תשובה

   x  1 0 <  ו-  x < 0 -1 . 

 :ברישום של תורת הקבוצות או

                 x  [(-1, 0)(0, 1)]         

 ;x < 1:   0 < y <  > 0; כאשר x = 1 :y = 0טווח:  כאשר 

 ; x < 0 :- < y < 0כאשר 

 .-+      :y < <   -ל -בין   יכול לקבל את כל הערכים yלכן 

f(x)     מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה  2דוגמה   = √x − 1 + √1 − x . 

     :1שני תנאים צריכים להתקיים - x  0  ו-  x - 1  0. 

.  x  1:  ,  מהשניx  1מהראשון נובע:  

 .x = 1התחום המשותף:  

 . x = 1: תחום ההגדרה הוא נקודה אחת תשובה

  .y(1) = 0: נקודה אחת  טווח הערכים
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f(x)   מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה  3 דוגמה = √x − 1 + √−x . 

   :שני תנאים צריכים להתקיים x – 1  0  ו-  -x  0 .  

 . למערכת אין פתרון.  x 0:  , מהשני x 1מהראשון מקבלים:  

 .  x, y  תחום ההגדרה וטווח הערכים הם קבוצות ריקות:    

  כיצד נראה גרף הפונקציה?חשבו : 

f(x)   הפונקציהמצאו את תחום ההגדרה של   4 דוגמה  = √x2 − 6x + 8 . 

  0  צריך להתקיים: שהתנאי 6x + 8  – 2x   .  

 :6x + 8 – 2x  נמצא את שורשי הטרינום 

                          = 4 2= 2, x 1x  

 :6x + 8 – 2y = xונשרטט את הפרבולה  

 בגרף רואים שפתרון האי שוויון הוא שני תחומים:

x  4  ו-   x  2. 

איחוד   תחום ההגדרה של הפונקציה, אם כן, הוא

  .  x 2  -ו   x 4   שני הקטעים:

 בסימנים של תורת הקבוצות:

                       .x  (-, 2][4, ) 

 

 מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה   5 דוגמה 

1

√x2−6x+8
 = f(x) 

  פונקציה זאת מוגדרת בכל הנקודותx  המכנה שבהן

  .(6x + 8  – 2x 0)אינו מתאפס  

 .6x + 8  – 2x 0והביטוי בתוך השורש אינו שלילי:       

 .6x + 8 > 0 – 2xהתנאים שקול לאי שוויון אחד:        שילוב שני 

 את הפתרון: ונרשום 4הפרבולה שבדוגמה בגרף נתבונן  

x > 4 ו- x < -2  :או  , x  (-, 2)(4, )  ;   :0טווח הערכים < y < . 
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 f(x) = |x|. תחום ההגדרה של הפונקציה 6 דוגמה

 ;∞ > x > ∞-הוא כל ציר המספרים 

 .y  0 שליליים -ל המספרים האיטווח: כה

 

 תרגילים

 מצאו את תחום ההגדרה ואת טווח הערכים של הפונקציות:   

f(x) א(      33.1 =  √x2 + f(x)ב(    13 =  √x2 + 1 

f(x)ג(   =  √x2 + f(x)   ד( 24 =  √22 + x2 

f(x) א(    33.2 =  √x2 − f(x)ב(    9 =  √7 − x2 

f(x)ג(   =  √x2 − f(x)ד(   144 =  √20 − x2 

f(x) א(     33.3 =  √2x − x2    )בf(x) =  √
1

3
x2 − 3 

f(x)ג(   =  √
1

5
x2 − f(x)  ד( 5 =  √x2 − 5x 

f(x)א(     33.4 =  √x2 − 6x + f(x)ב(     5 =  √−x2 + 3x + 4 

f(x)ג(   =  √x2 − 5x + f(x)  ד( 6 =  √−2 + x + x2 

 תשובות

x  ,f(  כל א  33.1  ≥       x ,f  1ב(  כל       13√

x  ,fכל ג(   ≥ x  ,fד(  כל         6√2 ≥ √22   

7√−ב(      x  -3, x  3, f  0א(    33.2  ≤ x ≤ √7  ,0 ≤ f ≤ √7  

5√2− 5√2ד(     x  12, f  0ג(           ≤ x ≤ 2√5, 0  f   

  x  3, f  0 3-ב(     x  2, 0  f  1 0א(    33.3 

  x  5, f  0 0ד(     x  5, f  0 5-ג(          

      x  4, 0  f  2.5-1  ב(       x  5, f  0 1א(    33.4

  x  1, f  0 2-ד(     x  3, f  0 2ג(  
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 שורשים עםמשוואה   33.2

 רציונלית אי אהמשוואה שלפחות אחד מהנעלמים בה מופיע בתוך שורש נקראת משוו

 או משוואה עם שורשים.

x√:   דוגמאות + 2 = 5,
1

√3−5y
= 2y +  √y, 8z − 5 =  √1 − z + 2√z − 7 

 :שימו לב

אם בשורשים שמופיעים במשוואה אין נעלמים, המשוואה אינה שייכת לסוג של 

 משוואות אי רציונליות. לדוגמה: המשוואות

                 √2x = 5 − 7x,
1

√3
= 2y + √5, 8z − 5 = √3 + 2√7z   

 משוואות אי רציונליות. אינן

כדי לפתור משוואה שבה נעלם מופיע בתוך שורש ריבועי, צריך לבודד את השורש, 

 להעלות את שני אגפי המשוואה בריבוע, וכך "להיפטר" מהשורש.

7x√   :  פתרו את המשוואה  7 דוגמה − 5 + 1 = x + 2 . 

7x√נבודד את השורש:    פתרון − 5 = x + 1. 

  2x + 1 2x5 =  –7x +נעלה בריבוע את שני האגפים:   

 .5x + 6 = 0 – 2xביר אגפים, נכנס איברים דומים ונקבל משוואה ריבועית:   נע

 x 1x         . ,2 =2 3 =נפתור אותה:  

  !אולם העלאת אגפי המשוואה בריבוע גורמת להופעת שורשים זרים 

 י משוואות שונות: מדוע זה קורה?  נתבונן בשת

(A)     √f(x) = g(x) 

f(x)√                   (B)     -ו = −g(x)       

 נעלה בריבוע את אגפי המשוואות בהתאמה:

   (A)2:                 f(x) = (g(x))2 

    (B)2:                 f(x) = (-g(x))2 = (g(x)2 

 כלומר קיבלנו שתי משוואות זהות!

 , (B) -ו (A)שהתקבלה הוא איחוד הפתרונות של שתי המשוואות  פתרון המשוואה

 וכדי לקבל פתרון של אחת מהן יש לסנן את הפתרון של המשוואה השנייה )שבמקרה

 זה נקרא שורש "זר"(. הדרך הפשוטה לגלות שורש זר הוא באמצעות בדיקת הפתרון.



 

  239 

 שורשים פונקציות עם

7x√       :פתרו את המשוואה  8 דוגמה − 5 − 2x = 5 − 3x . 

7x√נבודד את השורש:      פתרון − 5 = 5 − x                             . 

  210x + x –5 = 25  –7xנעלה בריבוע את שני האגפים:   

 .17x + 30 = 0 – 2xביר אגפים, נכנס איברים דומים ונקבל משוואה ריבועית:   נע

 .         x 1x ,15 =2 2 =נפתור אותה:  

 :   x = 2אה:  את הפתרונות במשוו נציב  בדיקה

                               √7x − 5 = √14 − 5 = √9 = 3 = 5 − 2  

x = 15  :√714נציב  − 5 = √105 − 5 = √100 = 10 ≠ 5 − 315 =  −40 

 .הוא שורש זר x = 15 לכן מסיקים כי 

 x = 2 .                   :  תשובה

          אם במהלך פתרון משוואה מעלים אותה בריבוע, חייבים  מסקנה:

 להציב את הפתרונות במשוואה המקורית ולבדוק אותם.                

 במשוואה יכולים להיות כמה שורשים. 

במקרה זה מפרידים שורשים שונים באגפים שונים של המשוואה, מעלים את שני 

 האגפים בריבוע ו"מתפטרים" מהשורשים.

2x√     פתרו את המשוואה  9 דוגמה − 3 − √6 − x = 0  . 

 נפריד את השורשים, נעלה בריבוע ונפתור:  פתרון

                    √2x − 3 = √6 − x,  2x – 3 = 6 – x, 3x = 9, x = 3                                       . 

23√                                    בדיקה:  − 3 = √3, √6 − 3 = √3 . 

  x = 3               .     תשובה:  

 שורשים המכילים נעלמים יכולים להופיע גם במשוואה עם שברים.

    = 0        פתרו את המשוואה  10 דוגמה
2

√x+3
−  

3

√2−x
 

נפריד את השורשים, נעלה בריבוע ונפתור:      פתרון
2

√x+3
=  

3

√2−x
  , 

  
4

x+3
=

9

2−x
, 4(2 − x) = 9(x + 3), 8 − 4x = 9x + 27,13x = −19, x = −

19

13
 



 

  240 

 שורשים פונקציות עם

 :בדיקה

    =
2√13

2√5
=

√13

√5
  

2

√x+3
=  

2

√−
19

13
+3

=  
2√13

√39−19
=  

2√13

√20
=

2√13

√45
  

2

√2−x
=  

2

√2+
19

13

=  
3√13

√26+19
=  

3√13

√45
=

3√13

√95
 = 

3√13

3√5
=

√13

√5
 

 כן  הפתרון שמצאנו מתאים.ל

x :     תשובה = −
19

13
     

  פתרו את המשוואה:   

3x  א(     33.5 − 10√x + 1 + 6 = x√2  ב(    0 − 1 − 5 =
3

√x−1
 

6√  ג( − 4x − x2 = x + x2√   ד( 4 + 2𝑥 + 10 = 2x − 1 

x2√ א(     33.6 − 16 = x2 − 17√   ב(  22 + 2x − 3x2 = x + 1  

x2√ ג(     + 9 = x2 − 2x2√   ד(  11 − 3 − √6 − x2 = 0 

225√א(     33.7 + x2 = x2 − x2√ב(   47 + 36 = x2 − 54 

 ג( 
x−√x+5

x+√x+5
=

1

7
2x+2√625ד(         − x2 =70 

 תשובות

−א(    33.5 
8

9
,  1- ,3(  ד  1-  (ג  10(  ב  8

ב(   5 ,5-א(   33.6 
√17−1

2
 3√ 3√- , ד(  4- ,4  ג( 

 15 ,20ד(    4ג(    8 ,8- ב(  8 ,8-א(    33.7 

 

 

 תשובות

 תרגילים

https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Math-5-Book/Tasks/Halomda-Graph.heb
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פונקציה  .  34 
𝟏

𝐟(𝐱)
 

של פונקציה מאפשרת לבנות גרף  f(x)במקרים רבים ידיעת גרף הפונקציה 
1

f
, שערכיה 

, כלומר  fהפוכים לערכי הפונקציה 
1

f(x)
 = (

1

f
) (x)נקציה . אם פוf(x) תחוםמוגדרת ב 

D פונקציה כם  תגדרמו תחום, אזי באותו
1

f
 f)מלבד הנקודות שבהן פוקנציה   

 .(מתאפסת

https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Quadro/Tasks/301.heb
https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Quadro/Tasks/303.heb
https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Quadro/Tasks/304.heb
https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Quadro/Tasks/305.heb
https://halomda.org/BooksData/Chat-mat.pdf
https://halomda.org/WebTestManager/Resources/Prompts-Induction-h.pdf
https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Quadro/Tasks/302.heb
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הקשרים בין תכונות הפונקציה בטבלה הבאה אפשר לראות את 
1

f
לתכונות   

, ולהיעזר בה כדי לבנות גרף הפונקציה fהפונקציה 
1

f
: 

 זוגיות תחום הגדרה יהצפונק

תחום 

 עלייה/ירידה
 סוג נקודת קיצון

f    D 

f – זוגית 

(f – אי-)זוגית 

עולה     f(x)  

( יורדת   f(x)) 

0x – דת מינימוםונק 

(0x – )נקודת מקסימום 

 

 1

f
 

 

D מלבד ,

הנקודות שבהן  

f(x) = 0 

 1

f
 זוגית – 

(
 1

f
 זוגית(-אי – 

  
 1

f
 יורדת

(
 1

f
 עולה( 

0x – דת מקסימוםונק 

(0x – )נקודת מינימום 

בנו גרף של פונקציה:     1דוגמה  
1

x2−6x+5
  = y(x)  

 6  גדירנx + 5 – 2f(x) = x פונקציה .f(x)  1 =2 5 =מתאפסת בנקודות, x 1x לכן ,

פונקציה ההגדרה של תחום 
 1

f(x)
 .  (∞+ ,5) ,(4 ,1) ,(1 ,∞-)מהווה שלושה קטעים:   

 .(yילות לציר בהמקאנכיות )אסימפטוטות הם  x = 5 -ו x = 1 הישרים

ננתח גרפים של שתי הפונקציות בכל אחד 

 מהקטעים בעזרת הטבלה:

 6x + 5 – 2f(x) = xפונקציה  )-∞ ,1(בתחום  .1

 yציר את היורדת וגרף שלה חותך חיובית, 

 . לכן פונקציהA(0, 5)בנקודה 
1

x2−6x+5
בקטע  

 בנקודה   yזה חיובית, עולה, וגרף שלה חותך ציר 

B(0,
1

5
ערך , 1 -ל ומתקרב לגד   xערך של  כאשר .(

  x = 1לכן הישר  ;נסוףיל ושאוף לאגד   yשל 

 . אנכיתמהווה אסימפטוטה 
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 )1 ,3(, היא יורדת בתחום שליליים  6x – 2f(x) = x + 5ערכי הונקציה  )1 ,5( בקטע .2

; לכן בתחום זה שליליים גם D(3, -4), ויש לה נקודת מינימום (5 ,3)ועולה בקטע 

  ערכי הפונקציה 
1

x2−6x+5
 ובנקודה , (5 ,3)ויורדת בתחום  (3 ,1)בתחום עולה ר שא, 

x = 3    יש לה נקודת מקסימום, כאשר
1

32−63+5
= −

1

4
  =ymax.  

ערכי הפונקציה , x = 5מתקרב לנקודה  xכאשר 
 1

f(x)
שר עד אינסוף, כלומר הילים גד   

x = 5  .מהווה אסימפטוטה אנחית 

 חיובית ועולה, לכן בתחום זה הפונקציה   6x + 5 – 2f(x) = x פונצקיה )5∞+ ,(בתחום  .3

1

x2−6x+5
ערכי הפונקציה  ∞+ x ))לים עד אינסוף גד   xחיובית ויורדת. כאשר ערכי   

הולכים ומתקרבים לאפס, לכן גרף הפונקציה 
 1

f(x)
, שיהווה במקרה xיר תקרב לצמ  

 y = 0  .                     זה אסימפטוטה אופקית

  פונקציה: הגרף את ו חקר   2 דוגמה
1

1−2x
  = y(x)  

  פונקציהf(x) = 1 – 2x גדרת בכל ציר ומx ,יורדת ,

   ומתאפסת בנקודה
1

2
x = פונקציה ה. לכן

1

1−2x
 

מלבד   xמוגדרת בכל 
1

2
x =. 

, ערכי הפונקציה בנקודה זו
1

1−2x
 שואפים 

x, הישר כלומר ,(∞y ) לאינסוף =  
1

2
מהווה  

)אסימפטוטה אנחית. בתחום 
1

2
< x <  ∞) ,

 ערכי, (∞+x )גדל עד לאינסוף  xכאשר 

   מהווה אסימפטוטה אופקית. y = 0, כלומר הישר x הפונקציה מתקרבים לציר

כך גם לפונקציה   אין נקודות קיצון, f(x) = 1 – 2xלפונקציה 
1

1−2x
   y(x) =    .  
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  ף הפונקציה:גרקרו את חבנו ו .34

א(    
1

x2
  =y(x)    )ב−

3

x2
  =y(x)    )ג

1

𝑥2−8𝑥+15
  =y(x) 

 ד(    
1

(x−2)2
  =y(x)     )ה

1

x2+4
     =y(x) 

 

 

 

 

34.  

 ג(                          ב(                     א(

 

 

 

 

 

 

 

 

ה(              ד(  

 ה( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תרגילים

 תשובות

https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Math-5-Book/Tasks/Halomda-Graph.heb
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 פונקציית שורש ריבועי וערך מוחלט  .35
 

 (1)                                                     :נזכירכם את ההגדרה של שורש ריבועי

 כוללת שני ענפים.שורש ריבועי פונקציית משמעות ההגדרה הזו היא ש

y  וגמה, נתבונן בגרף הפונקציהלד = √x2: 

  ,x  0בתחום y = x הוא מורכב משני ענפים: 

בגרף רואים כי פונקציה . x < 0, כאשר y = -x -ו

 ,∞ >  x 0עולה בתחום  ,x < 0 > ∞-יורדת בתחום 

 .x = 0נקודת מינימום בנקודה ויש לה 

 אינה נקודת קיצון )כיווןנקודה זו שימו לב! 

 : בשאיפתלא מוגדרת נגזרתפונקציית הזו  דהשבנקו

, y(0) = -1משמאל  x=0לנקודה  x)התקרבות( 

 (.y(0) =1איפה מימין: שוב

 תואמת להגדרה של ערך מוחלט: (1המערכת בצד ימין של )

x2√ לכן בהמשך נשתמש ברישום:    = |x|. 

אותה באופן ם לרשואיברים עם ערך מוחלט, צריך פונקציה המכילה את הכדי לנתח 

 מפורט )כמערכת( בהתאם להגדרת הערך המוחלט של כל איבר המכיל אותו.

 :  בנו גרף הפונקציה  לדוגמה
1

|x−3|−|x+5|
 = y(x).   

 את הפונקציה בתחומים המאפיינים את הערכים המוחלטים:נרשום 

 

 

 

 :   x < -5בתחום  

 :x < 3  >-5בתחום  

 :  x < ∞   >3בתחום  
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  , ונקבל גרף הפונקציה:כל אחד משלשושת התחומיםב y(x)גרפים של ט נשרט

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

הוא  y(x)( גרף הפונקציה x > 3שואף לאינסוף )למעשה, כבר עבור  xכאשר שימו לב: 

y  אסימפטוטה אופקית, כלומר xישר המבקיל לציר  = −
1

8
שואף למינוס  x , וכאשר

, xהוא ישר המבקיל לציר  y(x)גרף הפונקציה (,  x < -5 למעשה, כבר עבור)  אינסוף

y  אסימפטוטה אופקיתכלומר  =
1

8
 . 

 

 

 

  בנו וחקרו את גרף הפונקציה הכוללת ערך מוחלט: .35

 א(   
1

|x2−3x−2|
 y(x) =   )ב 

1

|x2 − 4|
y(x) =    )ג

1

|x−1|−|x+2|
  y(x) = 

  ד(  
1

|x|
 y(x) =    )ה 

1

|x−2|−2
  y(x) =   )ו

1

|2x+5|−|x|
  =y(x) 

 תרגילים

https://halomda.org/DocRef.php?Ref=Math-5-Book/Tasks/Halomda-Graph.heb
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35.  

 א(                                                                ב(

 

 

 

 

 

 

 

 ג(                                                                  ד(

 

      

 

 

 

 ו(                                                                          ה(

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות
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 ואסימפטוטותפונקציית שורש   .36

 נזכירכם תנאים להופעת בגרף הפונקציה אסימפטוטות:

לים  f(x) כאשר ערכי הפונקציה  מסוימת: לנקודה x סוף בהתקרבות ערך שללאינעד גד 

                                                   ∞ ) 0(xf  0x x , 

 . אסימפטוטה אנחית  קוראים 0x = xלישר  

 דוגמאות:   

המאפסים את  x, כאשר קיימים ערכי פונקציות בהן משתנה נמצא במכנה השבר .א

 :מונההושאינם מאפסים את  מכנה

                                               
1

x−5
            

1

𝑥2−4𝑥+4
                   

                           

  

 

   

 

  

 

                              5 = 0x                                                          2 = 0x 

 

 
 x−2

√𝑥2+6𝑥+9
  

 

 

 

 

 

                                       

                                                                                                   3-=  0x 
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 :cot x -ו tan xפונקציות טריגונומטריות כמו   .ב

tan (x-5)                                             cot (x-5) 

 

 

 

 

 

 

אליו "מתקרב" גרף  x (0y = y)המקביל לציר ישר היא אסימפטוטה אופקית 

לים עד אינסוף )או מינוס אינסוף(. x כאשר ערכי  f(x)הפונקציה  : בשפה מתמטית גד 

            . אם גבול זה הוא קבוע: ∞- x או ∞+ x  כאשר  f(x)צריך לחשב גבול של פונקציה 

0y=  )∞f( 0 ,  אזי לישרy = y  מפטוטה אופקית של פונקציה יאסקוראיםf(x).  

 דוגמאות

 = C f(x) + פונקציות מהסוג:   .א
1

P(x)
  ,P(x) –  מחזקה פולינוםn ,C – .קבוע 

  0לאינסוף,  ותשואפ x, גם החזקות של ∞x  ברור, שכאשר 
1

P(x)
 , 

 פטוטה אופקית.מהווה אסימ y = Cישר כלומר , f(x)  Cלכן 

 חזקה: – P(x)דוגמאות של פונקציות 

  

 

 

 

 

 

 

 

 זקות נקבל:פולינום המכיל כמה ח – P(x)עבור פונקציות 
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 .y = -1מהגרפים אפשר לראות שלכל הפונקציות יש אסימפטוטה אופקית 

 -1כל הגרפים מתקרבים לגרף הפונקציה שגם אפשר לראות 
1

x3
=  (x)1f  עבור ערכיx 

האיברים בעלי שערכי . זה קורה כיוון (x > 5 ,x < -5)גדולים בערכם המוחלט 

 . לדוגמה:  זניחים ביחס לאיבר בעל המעריך הגבוהמעריכים קטנים יותר 

53 = 125 >> 52 = 25 >> 51 = 5 

, בביטוי של פולינום אפשר להשמיט את כל (∞ x גדולים מאוד ) xלכן עבור ערכי 

 החזקות מלבד החזקה הגבוהה:

                  f1(x) = 
1

x3
 -1, f2(x) = 

1

x3+4x2−3x+4
 -1   

1

x3
− 1,  

                                       f3(x) = 
1

x3−3x2+3x−6
 -1   

1

x3
− 1  

מנת לבדוק אם לפונקציה יש אסימפטוטה אופקית, יש להציב בביטוי הפונקציה -על

 = 0ולהיעזר בכלל   , ∞ את xבמקום 
מספר

 . חזקה∞

ן שלא ניתן לבצע פעולות אלגבריות על משתנה רישום מסוג זה אינו מדויק, כיוו : הערה

שערכו "אינסוף". הכלל הרשום מעלה מבטא את "שאיפת" הגודל לאפס, כלומר, את 

גדולים  xיכול להיות קטן מאוד עבור ערכי  0 -העובדה שהפרש בין הגודל הרשום ל

   מספיק.
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 , ונקבל:x  =∞את    f2, f1f ,3בביטויי הפונקציות נציב 

                      f1(x) = 
1

∞3
 -1 = -1, f2(x) = 

1

x3+4x2−3x+4
 -1  

1

∞3
− 1 = -1,  

                                    f3(x) = 
1

x3−3x2+3x−6
 -1   

1

∞3
− 1= -1  

 .∞ x עבור   y = -1כלומר, לכל הפונקציות קיימת אסימפטוטה אופקית  

 = 0 גם  ניקח בחשון כי, ∞- = x, נציב בביטויי הפונקציות את בדומה לכך
מספר

חזקה(∞−)
  

 :ונקבל

              f1(x) = 
1

(−∞)3
 -1 = -1, f2(x) = 

1

x3+4x2−3x+4
 -1  

1

(−∞)3
− 1 = -1, 

                      1-= 
1

(−∞)3
− 1   1- 

1

x3−3x2+3x−6
=  (x)3f                            

מהווה אסימפטוטה אופקית לכל הפונקציות הנ"ל עבוד  y = -1אותו הישר כלומר, 

  .xערכים שליליים של 

 x!אסימפטוטה משני צדי ציר ברם, לא לכל פונקציות קיימת אותה 

  אסימפטוטות אופקיות לפונקציהמצאו   1 דוגמה
 x−2

√x2+6x+9
. 

 ביטוי לפונקציה עבור  א. נמצאx +∞:   

 נשמיט את כל איבררים במונה ובמכנה בעלי חזקה הנמוכה מהגבוהה ביותר:

                          f(x∞)  
 x

√x2
 = 

 x

|x|
 =  ( חיובי  x  = ( -כיוון ש

 x

x
 = 1 

 :∞-x   יה עבורנמצא את הביחטוי לפונקצ

                      f(x-∞)  
 x

√x2
 = 

 x

|x|
 = ( י שליל  x  = ( -כיוון ש

 x

−x
 = -1 
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 יות שונות יכולות להופיע גם בפונקציות מסוג אחר. קאסיממפטוטות אופ

    וטות של הפונקציה:טמצאו אסימפ  2 דוגמה
 x

|x−5|
=  f(x)   . 

 פקיתאסימפטוטה או: 

 עבור  
 x

x
 = 1, y = 1     :x  5 ,  f(x∞) = 

 x

x−5
 |x – 5| = x – 5    

 עבור  
 x

−x
 = -1, y = -1     :x < 5 ,  f(x-∞) = 

 x

5−x
 |x – 5| = 5 – x  

 .= |x = 5 ,0 |x – 5  :אסימפטוטה אנכית

 רף הפונקציה:את התוצאה בגנוודא 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  וטות של הפונקציה: טאסימפמצאו   3דוגמה 
 √4x2−5

x − 3
 = f(x)   . 

 אסימפטוטה אנכית:  x = 3 ,0 x – 3 =; 

 = y = 2 ,2 =     :יתופקאסימפטוטה א
2|x|

x
 f(x ∞)  

 √4x2

x 
 

                                       = -2, y = -2 = 
2|x|

x
 f(x -∞)  

 √4x2

x 
 

          ם הגדרה:  תחו
√5

2
 x ,  −

√5

2
 x ,  

5

4
  2x0,   5 – 24x 

 נוודא את התוצאה בגרף הפונקציה:
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 אופקיות יכולות להופיע גם בפונקציות ללא שברים.אסיפטוטות 

x2√  :מצאו אסימפטוטות של הפונקציה  4דוגמה  − 3 − x − 3 = (x)f. 

 :אסימםטוטה אופקית 

         x – x – 3 = -3 = √x2 − x −  f(x ∞) בתוך השורש(  3-)נשמיט  = 3

 נוודא בגרף:
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